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1. Lejeune Dirichlet, applicat. de !’analyse infinitesim. a la theorie d. nombres. 1 


1. 


Recherches sur diverses applications de l’Analyse 
infinitesimale a la Theorie des Nombres. 
Seconde partie*). | 
Par Mr. G. Lejeune Dirichlet. 


$. 7. 


Nous allons maintenant developper les consequences qui derivent des equa- 
tions etablies dans les 4 premiers numeros du $. precedent, en commencant 
par celles qui s’obtiennent independamment de la sommation des deux series 
generales contenues dans les expressions de A. Nous passerons ensuite 
ä celles qui resultent de cette sommation, que l’on peut eflectuer soit par 
lintegration d’une fraction rationnelle soit au moyen des series connues de 
sinus ou de cosinus. 

Reprenons l’equation (17), dans laquelle les deux sommations rela- 
lives a n doivent s’etendre & tous les entiers positifs impairs et premiers 
au determinant negatif D. Si dans la premiere de ces deux sommes l’on 
ecrit n‘ a la place de n, l’equation pourra prendre la forme 


n—1 n?—1 
le signe 3 indiquant une double sommation relative a n et n‘. Il est fa- 
cile de donnner & cette serie la forme d’une serie simple, en reunissant en 
un seul tous les termes pour lesquels le produit nn‘ a la mene valeur. 


On aura ainsi pour ierme general n’ayant toujours la me&me signifi- 


cation que precedemment, et designant l’exces du nombre des diviseurs 
k-1 
de qui salisfont a la condition (2) —1, sur celui de ces divi- 
seurs qui salisfont & la condition opposee * (2) = —1. Le pre- 


*) La premiere partie de ces Recherches a et imprimee dans le tome XIX. de 
ce Journal, pag. 324. ‚Nie 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft.1. 1 
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mier membre peut &galement se reduire & une serie simple de forme ana- 
logue et dont le terme general a pour co@fficient le nombre qui exprime 
combien de fois l'entier n peut ötre represent& par la totalit& des formes 
quadratiques, en attribuant aux indeterminees z et y de ces formes des va- 
leurs quelconques positives ou negatives, premieres entre elles ou non. En 
designant le nombre dont il s’agit par r,„, on aura 


Sr, = 220,1. 
n n® 
Cetie equation ayant lieu pour toute valeur de lindeterminee s, superieure 
a Tunite, il est facile d’en conclure qu’on a r, = ?2r,. 


Ce resultat et celui qui se deduit de la m&me maniere de l’equa- 


tion (20), apres en avoir mis le second membre sous la forme 
n 1 
peuvent €ire r&eunis dans l’enonce commun que voici et dans lequel nous 
distiinguons en formes de premiere et de seconde espece celles que nous 
avons appelees pr&ecedemment proprement et improprement primitives *). 
„nr etant un entier positif impair et premier au determinant nega- 


D, si lon designe par l’exc&s du nombre des diviseurs % de n qui 
k—1 


„sont tels qu’on ait 0? e.°(2) —1, (oü d, e et P ont la signification que 

„nous avons fixee au $. 6.) sur celui de ces diviseurs qui remplissent la 
k?—1 

„condition opposee ? & (2) — —1, le double du nombre exprimera 


„de combien de manieres differentes l’entier 2 (2n) est susceptible d’etre 
„represente par le systeme complet des formes de premiere (seconde) 
„espece, dont D est le determinant.” 

Il importe de remarquer que ce resultat presente les memes cas d’ex- 
ception que le theoreme I. du $. 4., et que le nombre des representations est 
respectivement pour ces deux cas 4 ou 6er. | 


*) J’ai cru devoir sur ce point m’ecarter de la terminologie adoptee dans les 
Disqg. arithm., pour pouvoir conserver dans les denominations l’analogie qui existe entre 
les objets qu’elles servent ä designer. Les formes quadratiques a co@fficients com- 
plexes dont nous aurons ä nous occuper dans la suite de ces Recherches, presentent 
sous le rapport dont il s’agit ici, une variete plus grande que ne l’est celle des formes 
ordinaires, et ä laquelle les expressions employees par Mr. Gau/s ne s’adapteraient que 
difficilement. En effet dans les formes de cette nature, le plus grand diviseur commun 
de a, 2b, e peut £tre l’unite, le nombre 14+-Y —1, ou enfin le nombre 2, en suppo- 
sant toujours celui de a, b, c Egal a l’unite. 
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1. Lejeune Dirichlet, applicat. de l'analyse ınfinitdsim. a la Iheorie d. nombres 3 


En attribuant a D des valeurs determindes, or oblient des theor&mes 
tres simples tels que ceux-eci: 


„Le nombre des solutions de l’equation @+y’= n, est egal au 
quadruple de l’exc&s du nombre des diviseurs de n qui ont la forme 
4y-+1, sur celui des diviseurs compris dans la forme +3.” 


„Le nombre des solutions de l’equation = +2y’=n, est egal ou 
double de lexc&s des diviseurs de rn, qui sont de une des formes 
8y+1, 3, sur celui de ces diviseurs qui sont de une de celles-ci 
8+5, 7.” 

et ainsi de suite. 

Le premier de ces theoremes particuliers &tait d&ja connu. Mr. Jacob: 
qui Tavait d’abord conclu du rapprochement de deux series qui appartien- 
nent a la theorie des fonctions elliptiques, en a donne depuis une demon- 
stration purement arithmetique 


On peut par des considerations du m&me genre parvenir au resultat 
general Enonce ei-dessus, en partant du theoreme deja cite du $.4. C'est 
ce que nous allons faire voir en peu de mots, en nous bornant au cas ot les 
formes sont de la premiere espece, le m&me raisonnement s’appliquant a l’autre 
cas. Supposons en premier lieu que les diviseurs simples de n soient tous de 
l’espece de ceux que nous avons designes par f, et posons n= ff ...., 
fi; f designant des nombres premiers inegaux. Pour faire l!’Enumeration 
complete de toutes les representations dont n est susceptible, nous les range- 
rons en groupes, en comprenant dans le m&me groupe celles de ces repr&senta- 
tions pour lesquelles le.plus grand diviseur commun des indeterminees z et ya 
la m&öme valeur 2, dont le quarre devra evidemment diviser n. Il est evident 
que le nombre des representations contenues dans un pareil groupe, est le möme 


que celui des reprösentations de Pentier — = ‘en assujetissant les indetermi- 


nees et y & premiöres enfre elles. Or il resulte de la supposition 
faite sur la nature de fi, fi; ;--. et Ju theoreme Jeja cil@E, que ce dernier 
nombre est exprime par 2.2”, u designant le nombre des diviseurs simples 


inegaux de ;. Tout se reduit done & determiner, la somme des puissances 


2” qui correspondent aux entiers..de la forme Pour obtenir cetie somme, 


*) Voyez le Tome XII. de ce Journal pag. 167. 
i1* 
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considerons le polynome 
F, = 2f +24 


qui doit Eire continue tant que les exposants ne deviennent pas negatifs, 
et dans lequel le coöfficient du dernier terme est suppose egal a 2 ou ä 1, 
selon que lexposant de ce terme a la valeur 1 ou 0. Le produit deve- 
loppe de ce polynome et des polynomes analogues relatifs & f, fi; --- 


eiant evidemment compose de tous les termes de la forme on ob- 


tiendra la somme des puissances 7”, en remplacant les nombres fi, fi, ---- 
par Tunite. Mais par ce changement F\,, F,, .... deviendrout respective- 
ment +1, ...., dou Ton conclut que le nombre des representa- 
tions quil s’agit d’oktenir, est egal au double du produit (A, ...., 
produit qui, comme l’on sait, exprime le nombre des diviseurs de n. On 
voit que dans ce premier cas, le resultat est conforme a l’enonce& general, 
puisque dans ce cas, ou les diviseurs remplissent tous la premiere des 
deux conditions exprimees dans cei €Enonce, le nombre des diviseurs ne 
differe pas de l’exces designe par . Passons maintenant au cas general 
ou n renferme aussi des nombres premiers g, tels qu'on ait 

Pr (8) 


—1, 


et posons 
nf! X N I 

Il est facile de conclure du cas deja examine que dans cette suppo- 
sition le nombre des representations dont r est susceptible, sera exprime par 
+1) ...., lorsque les exposänts v,, sont tous pairs, et se 
reduit au contraire & zero, lorsque ceite circonstance n’a pas lieu. Nous 
avons donc a prouver que lexces a la valeur (A,+1)(1;+1) .... ou la 
valeur zero, selon que n se trouve dans le premier ou le second de ces 
deux cas. Pour y parvenir, faisons le produit des expressions 


dont les differents termes donnent tous les diviseurs den. L’un queleonque 
Kt | 

de ces diviseurs etant designe par k, on aura ® +1, le signe 

superieur ou inferieur ayaut lieu, selon que le nombre des facteurs URL 

contenus dans A sera pair ou impair. On conclut de lä que le produit 
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1. Lejeune Dirichlet, applicat. de l’analyse infinitesim. a la theorie d. nombres. 5 


precedent se changera en o, si y fait 1ef=fh=.., 
=... Le produit deviendra ainsi 
et il est evident que cette expression est en effet (\,+1)(?%,+1) ...., lors- 
qUE Yıy Y25 +... Sont tous pairs, et zero dans tout autre cas. 


Les resultats precedents sont relatifs au cas oü le determinant D 
est un entier negatil. Il existe des proprietes analogues pour les formes 
dont le determinant est positif. Pour etablir ces proprietes, on peut faire 
usage des series que nous avons considerees dans les No. III. et IV. du $. 6. 
On peut aussi y parvenir par des raisonnements purement arithmetiques en- 
tierement semblables a ceux que nous venons d’indiquer, et en prenant pour 
point de depart le theoreme 11. du $.4. 


Il serait done inutile d’entrer dans de nouveaux details & cet egard, 
et nous nous bornerons a Enoncer les resultats qui se rapportent aux for- 
mes & determinant positif. Mais il est bon de faire preceder cet Enonce 
d’une remarque propre & le simplifier et qui concerne les conditions aux- 
quelles les coöfficients des formes a determinant positif ont &t& assujeties 
dans les $. 4. et 6. On y a suppose que les co6fficients de chacune de 
ces formes, telle que az’ +2bxy-+-cy’, etaient les deux premiers po- 
sitifs, le troisieme negatif. Or de ces conditions la premiere et la troi- 
sieme sont seules necessaires, et tout ce qui a et& demontre dans les 
cites, subsiste egalement lorsque est negatif ou zero. Nous n’avons 
en eflet nulle part eu egard au signe du coäfficient moyen, si ce n'est 
dans le No. III. du $. 6., pour prouver que l’expression +2bxy+cy’ 
est positive, lorsqu’on y suppose 


Mais il est facile de voir que ce r&sultat ne depend pas non plus du signe 
de d. Pour s’en assurer, on remarquera que la derniere des inegalites 
precedentes peut se mettre sous la forme (ac d’ou lon 
conclut, le second membre &tant positif, (ac +by) U?>y’T’. On a d’un 
autre cöte, T?>DU?, et par suite en multipliant, (ae +by) > Dry’, ou 
ce qui revient au möme, le coefficient a Etant positif, bry-+cy’>0; 
ce quil s’agissait de prouver. 


| 
a Ü 
z 0, Yy>0, YS 
= T—bU 
7 
TE 
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En ayant egard a la r&marque qui vient d’etre faite, et designant 
comme pr&cedemment par Tunit@ ou le nombre 2, selon’ quil s’agira de 
fornes de premiere ou de seconde espece, on pourra r&unir les rösultats 
dont il s’agit dans l’enonce suivant. *) 

„D etant un entier positif (non-quarre) et T et U designant les plus 
petites valeurs positives de et u (autres que w et 0) qui satisfont 
Du’ w', supposons que a +2bry+cy, .... 
soient les formes differentes de premiere (seconde) espece, ayant le nombre 
D your determinant, ces formes etant tellement choisies que les coefficients 
de x” soient tous positifs, et ceux de y? tous negalifs; supposons encore 
que les indetermines x et y ne doivent recevoir que des valeurs positives, 
et u. de plus assujeties dans la premiere de ces formes & la condition 


y<s_ıY en x, et dans les autres a des conditions analogues. Cela etani 


et n designant un entier positif, impair et premier a D, je dis que le nombre 
des representations differentes dont wn est susceptible au moyen des formes 


donnees, est egal a lexces du nombre des diviseurs k de n, pour lesquels 
k-ı kr 


- Texpression >,” 5) a la valeur 1, sur celui de ces diviseurs qui don- 


nent A Ja m&me expression la valeur —1.” 

Pour appliquer ce {heoreme & un cas particulier, seit D=2. Ona 
T=3, Var, del, e=—1l, P=1, et le systeme com- 
plet des formes se reduit a un seul terme, pour lequel nous pouvons prendre 
la forme &°—?2y’. Le resultat relatif a ce cas, est donc: 

„Si dans l’equation —?2y’=n, oü n est impair et positif, les 
indeterminees x et y ne sont susceptibles que de valeurs positives et en 
outre telles qu’on ait 3y<2z, le nombre des solutions de cette Equation 


sera exprime par l’exc&s du nombre des diviseurs de n qui ont l’une des formes 
8y+1, sur celui de ces diviseurs qui sont de Tune de celles-ci 8y+ 5.” 
Comme dans l’equation (1) etablie ci-dessus de m&me que dans les 
trois &quations analogues que pour abreger nous nous sommes dispenses 
d’ecrire, les deux membres sont egaux par groupes de termes, en ce sens que 
le terme unique qui r&sulie de la reunion de tous les termes particuliers du 


*) Je saisirai cette occasion pour faire remarquer une faute d’impression qui 
s’est glissece dans les theoremes I. et II. du $. 4. Au lieu de „facteurs simples inegaux 
de D” il faut lire „facteurs simples inegaux de m.” 
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second membre, pour lesquels le produit nn‘ a une valeur determine, est 
identique & celui qui provient dans le premier de tous les termes parli- 
culiers pour lesquels les formes quadratiques ont cette m&me valeur deter- 
mine, on voit que la verit& de ces equations est independante de la forme 
particuliere de la fonction qui y entre, et que cette fonction qui dans ces 
Equations telles qu’elles se sont pr&seniees d’abord, est une puissance de 
l’exposant —s, peut remplacde par une fonction entierement arbitraire. 
Il viendra aiusi, en n’Ecrivant toujours que l’equation qui se rapporte au 
premier des quatre cas generaux: 


n—i 
= 230? 
les signes sommatoires ayant toujours la m&me signification. Il faut seule- 
ment ajouter que la fonction designee par la caracteristigue P doit £tre 
telle que les series pr&cedentes soient convergentes et du nombre de celles 
que nous avons appelees series de premiere espece. Cette condition se 
trouvera remplie, par exemple, si l’on suppose P(z)=g’, g Etant une con- 
stante reelle ou imaginaire, dont la valeur numerique ou le module soit 
moindre que l’unite. Ce cas est surtout remarquable, en ce qu'il permet d’ef- 
fectuer l’une des sommations dans le second membre et de transformer les 
series doubles contenues dans le premier, en sommes de produits de series 
simples, de sorte que l’equation exprime alors un rapport entre certai- 
nes series simples qui sont pr&cisement celles qui se presentent dans la 
theorie des fonctions elliptiques. La simplification dont nous parlons, n’a 
toutefois lieu que pour l’equation (2) et pour l’autre Equation analogue qui 
se rapporie a une valeur negative de D; elle ne s’etend pas au cas oü le 
determinant est posilif. On peut bien dans ce dernier cas exe&cuter encore 
une des sommations indiquees dans le second membre, mais les conditions 
dinegalit& auxquelles sont assujeties celles relatives a x et y empechent 


que les series doubles en x et y ne soient transformees en produits de 
series simples. 


Comme les formules auxquelles on se trouve conduit par la reduc- 
tion dont nous venons de parler, sont nouvelles et paraissent presenter 
quelque interet, nous indiquerons brievement la maniere dont on peut Vef- 
fectuer. L’equation (2), lorsqu’on y attribue & la fonction ® la forme ex- 
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ponentielle, se change en celle-eci | 
n—1 n?—1 
Dans le cas particulier oü les co£fficients moyens .... sont tous &gaux 
a zero, le premier membre se presente immediatement comme la somme d’un 
nombre limit de produits de series simples. Soit, par exemple, D=—2; 
il n’existe alors que la seule forme x&’+2y’, et la somme dans 
laquelle &°-+2y” ne doit recevoir que des valeurs impaires, devra s’etendre 
a tous les entiers impairs x, et ä tous les entiers pairs ou impairs y. En 
r&unissant les termes qui r&pondent a des valeurs opposees de x ou de y, 
le premier membre prendra la forme de ce produit 


ete) "+ ete.). 


Quant au second membre, comme ad=—1l, =—1, P=—1, il 


n—1 
deviendra 23(—1)? g"”, le signe 3 s’etendant & toutes les valeurs 
positives et impaires de n et de n‘. En effectuant la sommation par rap- 


n—1 n2—1 
port an‘, on aura 23(—1)? ” ® Im On a done dans ce cas par- 
ticulier 


5 


7 
= + + etc., 


equation facile a verifier par si formules connues de la theorie des fonc- 
tions elliptiques. 

Passons a un cas plus general et qui suffira pour montrer de quelle 
maniere la reduction dont il est question, pourra &tre eflectuee quelle que 
soit la valeur negative atiribuee a D. Sot D=—.p, p designant un 
nomhre premier 4v-+3. Dans cetie ce =1, 
P= —pr; le second membre deviendra done, en mettant au lieu de 


(=>) l’expression Equivalente 
n\ nn 
Comme n et n‘ doivent recevoir toutes les valeurs positives impaires et 


premieres a p, lexpression pr&cedente, en y eflectuant la sommation rela- 
tive a n’, se changera en 


z 
= 
2 
; 
| 
| 
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Considerons maintenant Tune des sommes doubles contenues dans le pre- 
mier membre, la premiere par exemple. D’apres ce que nous avons vu au 
$. 5., les valeurs simultanees que x et y doivent obtenir dans cette somme, 
peuvent tre distribuees en un certain nombre de syst£mes de la forme 
x=2pu+a, y=?pv-+Y, ou et y sont des entiers determines et 
et v des entiers indetermines qui doivent prendre toutes les valeurs depuis 
— oo jusqu’a ©. On aura done pour la somme partielle qui repond & ce 


systeme, en metiant ax” sous la forme 2 (ax 


(2p(au+bv)+ aa +5y)’ 


g 
Decomposons maintenant cette somme partielle a son tour en d’autres som- 
mes, en ecrivant successivement au, au-tl,...., au+a—1 äla place dev. 
On aura ainsi pour l’une quelconque de ces nouvelles sommes partielles, dont le 
nombre est a, l’expression suivante qui se rapporte ä la substitution de au+X, 
et dans laquelle on a fait pour abreger, 2pb+aa+by=k, 


y 
Or, si lon considere maintenant la sommation relative a % comme devant 


etre effectuee la premiere, rien n’empeche de remplacer w+ dv par w, et 
le resultat prend la forme d’un produit de deux series simples 
@pau +1)? 


Il est d’ailleurs facile de voir que ces deux series peuvent &tre reduites 
a la fonction si remarquable que Mr. Jacobi a introduite dans la theorie 
des fonctions elliptiques et qui a pour expression 
+2g' cos4x —2g’cos6x + etc. 
D’un autre cöte, on peut aussi reduire aux fonctions elliptiques les deux 
series (4), en combinant les formules connues de cette theorie avec les bel- 


les expressions que Mr. Gaufs a donnees pour exprimer (7) par une serie 
finie de sinus ou de cosinus. | 


Les formules que lon obtient ainsi, me paraissent surtout remar- 
quables en ce que les produits de la forme (5), qui composent le premier 
membre, dependent quant & leur nombre et quant aux constantes a, k, I 
quiils renferment, du nombre et des coöfficients des formes quadratiques diffe- 
rentes qui ont lieu pour le determinant correspondant, et il y a lieu d’esperer 
qwen approfondissant le rapprochement que nous venons dindiquer, on par- 
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viendra ä des r&sultats plus importants et qui pourront jeter un nouveau jour 
sur la nature des formes quadratiques a determinant negatif. C’est du moins 
la consideration qui me determine a proposer cet apergu, tout incomplet qu'il 
est, a l’attention des g&ometres. 

$. 8. 

Nous nous proposons dans ce $. 1°. d’etablir la relation tres simple 
qui existe entre les nombres des formes de premiere et de seconde espece 
qui repondent au me&me determinant et 2°. d’examiner de quelle maniere le 
nombre des formes d’un determinant quelconque depend de celui qui se rap- 
porte a ce determinant, divise par le plus grand quarre qu'il contient. 

I. Soient A et A’ respectivement les nombres des formes de pre- 
miere et de seconde espece dont le determinant D est un entier 4v-H1. 
Si nous supposons en premier lieu D negatif, l’equation (19) $.6., don- 
nera, en observant quion ad=1, e=1, 

2 n\1 
li suffit de comparer cette expression aux @quations (21), pour en conclure 
h=h, D=1(mod.8); A=3%, D=5 (mod.$). 
Il faut seulement ajouter que la secorde de ces Equalions est en defaut 
pour D=—3, et quion a alors 

II. Lorsque D est positif, la relation qui existe entre A et A’, re- 
sulie de la me&me maniere de la comparaison des Equations (23) et (24), 
Si lon designe par T, U et T’, U’, respectivement les plus petites va- 
leurs positives qui satisfont aux &qualions 

1. 2?—DuW=1, 2. =4, 
la relation dont il s’agit, sera exprimee comme il suit: 
D=1 (mod.8); 


‚log4(T’+-U'VD) 
34 (THUVD) ‚ D=5 (mod.d). 


Pour reduire ce resultat a une forme plus simple, nous observerons 
que les solutions de l’equation (1) sont Evidemment toutes comprises dans 
celles de l’equation (2); il suffit de considerer celles de ces dernieres ou 
f' et w‘ sont pairs et de poser 2=4t', u= }u‘. Il resulte de la que si 
et U' sont pairs, ma U=1U', et il est facile de voir 
que ce cas a toujours lieu lorsque D est de la forme 8y-+1, puisque dans 
cette supposition l’&quation (2) ne saurait etre satisfaite par des valeurs 


- 
..*+ 
= 
- 
Br 
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impaires de ?et u‘. Reste a considerer le cas oü D a la forme 8y-+5, et 


ou en m&me temps 7” et U’ sont impairs. Comme toutes les solutions positives 


de l’equation (2), sont donnees par la formule 


ou n est un entier positif, on conclut de la remarque faite plus haut, que 
l’on obtiendra les valeurs T' et U, en determinant le plus petit exposant n 
pour lequel # et w’ sont pairs, et en posant ensuite T=4, U=4w. Or 
il est facile de voir que cet exposant est le nombre 3; car en faisant n — 2, 
on trouve pour «‘, la valeur impaire T’U’, tandis que celle qui repond & 
n=3, et qui est 4+U’(37T”-+ DU”), est evidemment paire. On a done 
T+UyD= En appliquant les resultats precedents aux 
deux equations donnees ci-dessus, on voit que pour un determinant de la 
forme 8y-+1, on a toujours A= 4‘, et.que lorsque D a la forme 8y+5, 
tout depend des entiers T’ et U’; selon que ces entiers seront pairs ou 
impairs, on aua ou 

III. Venant a la seconde des questions @noncees ci-dessus, nous 
remarquerons d’abord qu’apres avoir etabli dans ce qui precede, le rapport 
qui a lieu entre les formes de premiere et de seconde espece qui appartiennent 
au m&me determinant, nous pouvons dans la question qui nous reste & trai- 
ter, considerer les formes qu'il s’agit de comparer, quant a leur nombre, 
comme appartenant & la premiere espece. Soient D et D’= DS’, les deux 
determinants, D n’ayant pas de facteur quarr& et ‚S' etant suppose positif, 
et designons par % et A‘ les nombres des formes qui repondent respective- 
ment a ces deux determinanis. Comme les quantites d, &, P sont evidem- 
ment les m&mes pour ces deux determinants, si Fon suppose en premier lieu 
D negatif, on aura en vertu de l’equation (19) du $. 6.: 


n!—1 


sı 


.. .Quoique les termes generaux des deux series contenues dans ces ex- 
pressions soient de m&me forme, ces series ont neanmoins des valeurs dif- 
ferentes. En effet, dans la premiere equation la sommation doit s’etendre a 
tous les entiers 3 impairs et premiers a D; tandis que dans la seconde n 
ne doit recevoir que des valeurs impaires et premieres a D“. Pour de- 
couvrir la relation qui existe entre ces deux sommes, il faut se reporter ä 
l’equation (6) du Si Fon suppose dans cette equation 
P.=P, R,=1, on voit que les series precedentes peuvent etre conside- 


. 
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rees lune et l’autre comme la limite vers laquelle converge le produit 
1 
II 


1 
lorsque la variable s approche indefiniment de lunite; mais il y a cette dif- 
ference que lorsqu'il s’agit de la premiere serie, il faut exclure de ce pro- 
duit tous les nombres premiers impairs et positifs q qui divisent D, tandis 
que pour obtenir la seconde serie, il faut exclure tous ceux de ces nombres 
g qui divisent D'’= DS’. resulte de la que si lon designe par r, r’, .... 
les nombres premiers impairs, positifs et inegaux, contenus dans D‘, sans l’etre 
dans D, le rapport de la premiere serie a la seconde a pour expression 
II 1 


le signe Il s’etendant a toutes les valeurs de r qu’on vient de definir 


Au moyen de ce resultat, la comparaison des @quations en A et A’ 
donnera celle-ci r—1 


qui exprime la relation cherchee entre % et A’. On doit ajouter que cetie 
equation ne s’applique pas au cas u D=—-J1, et quiil faut dans ce cas 
doubler son premier membre. | 

IV. Le cas ou Det D‘ sont positifs, etant susceptible d’une analyse 
toute semblable, nous nous bornerons a Enoncer le resultat qui s’y rapporte. Si 
fon designe par T, U et T‘, U’ les plus petites valeurs positives qui satisfont 
aux Equations ?— DW=1, ?—D'u”=1, le resultat dont il siagit, sera 

log (T+U VD 1 

oü Ton peut remarquer que le facteur logarithmique equivaut evidemment 
a lunite divisee par le plus petit exposant positif A tel que le coeflicient 
de yD dans la puissance (T-+ U developpee soit divisible par 

Nous observons en finissant ce $. et avant de nous occuper de la 
sommation mentionnee au commencement du precedent $., que les deux 
questions que nous venons de traiter, ont deja ete resolues dans l’ouvrage 
de Mr. Gau/s (art. 253 — 256.), mais par d’autres moyens. Quant aux resul- 
tats, on trouve que ceux de l’illustre auteur, identiques aux nötres dans le cas 
des determinants negatifs, en different essentiellement et se presentent sous 
une forme plus compliquee, lorsque la comparaison quil s’agit de faire, doit 
porter sur des formes a determinant positif. (La suite au prochain cahier.) 
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2. 


Elementarer Beweis einer merkwürdigen analytischen 
Formel, nebst einigen aus ihr folgenden Zahlensätzen. 


(Von Herrn C. G. J. Jacobi, Professor ord. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 


Das erste Beispiel einer nach aufsteigenden Potenzen fortschreitenden Reihe, 
in welcher die Exponenten eine arithmetische Progression zweiter Ordnung 
bilden, hat Euler in der Introductio in analysin infinit. gegeben. Er fin- 
det nämlich in dem Capitel de partitione numerorum $. 323. durch Induc- 
tion, dafs die Entwicklung des unendlichen Products: 
x) 1—2°).... 
eine Reihe giebt, deren allgemeines Glied 
3m?t+m 

ist. Man hat also, da 3m’—m aus 3m’+m erhalten wird, wenn man 
— m statt — m setzt, 


| tm 
(1— x) x’) 1—x°).... x ° 


Dies interessante Resultat, welches Euler später in den Schriften der 
Petersburger Akademie höchst scharfsinnig bewiesen hat, ist eine unmittel- 
bare Folge der Entwicklungen, welche die Theorie der elliptischen Func- 
tionen darbietet. (Siehe Fundam. nova funct. ellipt. $.66. Gleichung 6.) 
Die Theorie der elliptischen Functionen giebt aber nicht allein die Ent- 
wicklung des obigen unendlichen Products, sondern sie giebt auch die Ent- 
wicklung des Cubus dieses Products, und zwar für denselben eine Reihe, 
in welcher die Exponenten ebenfalls eine arithmetische Progression zwei- 
ter Ordnung, die Trigonalzahlen, bilden, nämlich die Reihe 


n?kn 


EM 
Es geht hieraus das merkwürdige und in der Analysis bis jetzt einzig da- 
stehende Resultat hervor: 


m=+» n=» n?+n 


‚oder 
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(Siehe Fundam. nova funct. ellipt. $. 66. Gleichung 7.) Es ist mir wenig- 
stens keine Reihe, in welcher die Exponenten dieser Potenzen eine arith- 
metische Progressiou 2ter Ordnung bilden, bekannt, von welcher der Cubus 
oder eine andre Potenz wieder eine solche Reihe gäbe. Je merkwür- 
diger aber diese Formel sein dürfte, desto mehr, glaube ich, wird es der 
Mühe werth sein, zu zeigen, dafs sich dieselbe unabhängig von jeder an- 
dern Theorie auf ganz elementarem Wege beweisen läfst. 


Nehmen wir in der Gleichung (1) von beiden Seiten die Logarith- 
men, differentüren nach x und multiplieiren mit 2x, so ergiebt sich: 


323 (—1)” (3m? m) 3 (—1)"(2n +1) (n’ 
3m? +m 


oder wenn wir die Nenner fortschaffen und Alles auf eine Seite bringen: 


3 3 (—1)”" (2n +1) {3 (3 m? + m) — (n? =(, 
in welcher Gleichung für » alle ganze Zahlen von O inclus. bis +, und 
für on alle ganze Zahlen von —x bis +0 zu setzen sind. Der Ausdruck 
3 (3m? +m)— 
läfst sich in die beiden F'actoren 
Sm—n, 3m+n+1 
zerlegen. Wir können ferner, da die Gleichung (2) für jeden Werth von 
a bestehen soll, für x irgend eine Potenz von x setzen und auch die ganze 
Gleichung mit einer Potenz von x multiplieiren. Wenn man auf diese 
Weise x” für x schreibt, so wird der Exponent von x im allgemeinen Gliede 


36m’ +12m+3(4n’+4n) = (6m +1) +3(2n +1)’ —4; 
multipliciren wir nun noch mit x*, so geht die Gleichung (2) über in: 
3 (22 +1) 3m —n)(3m+n +1) 0, 


Setzen wir hierin 
3. 


so dafs 
a—b 
(—1)" +” — (—1)’”" — (—1) 2 
wird, so erhalten wir: a 


4. EA)? — 0, 


"ie 
"2 

un 
x 

= 
>; 

= 
= 

| 

= 
- 
- 
P 

- 


2. C. G. J. Jacobi, Beweis einer merkwürdigen analytischen Formel etc. 15 


welche Summation sich auf alle posiäiven und negativen Zahlen a der Form 
6m+ 1 und auf alle positiven ungeraden Zahlen d bezieht. 

So wie wir jetzt die Gleichung (4) aus der Gleichung (1) abge- 
leitet haben: eben so erhält man (1) als Folge von (4), wenn man densel- 
ben Weg umgekehrt geht. Wir haben daher nur unser Augenmerk auf 
die Verification der Gleichung (4) zu richten; indem durch dieselbe zu- 
gleich die Gleichung (1) bewiesen wird. 

Da die Gleichung (4) für jeden Werth von x bestehen soll, so 
müssen diejenigen Glieder, für welche «+35? denselben Werth erhält, 
für sich genommen verschwinden. Wir werden sehen, dafs dies in der 
That geschieht, und zwar so, dafs immer zwei Glieder denselben Coefficien- 
ten mit enigegengesetztem Zeichen erhalten und daher einander aufheben. 
Da nämlich «a und 5 ungerade sind, so giebt die Formel 


zwei neue Paare ganzzahliger Werthe a‘, 5‘, für welche a’?-+35” den- 
selben Werth erhält wie @+-35°, und zwar: 


‘ — 2 


Da aber a’ und 5’ eben so gut negativ als positiv sein können, so hat man 
im Ganzen 8 Paare von Werthen der Zahlen a’ und 5’, welche in den 
beiden Formeln enthalten sind: 


Aber damit diese Formeln auf ein neues Glied der Reihe (4) führen, müssen 
a’ und 5’ denselben Bedingungen unterworfen sein als « und 5; es mufs 
nämlich a’ durch 6 dividirt den Rest +1 lassen und 5’ ungerade und po- 
sitiv sein. Es wird sich zeigen, dafs von den acht Paaren von Werthen, 
welche in (5) und (6) enthalten sind, nur ein einziges diesen Bedingungen 
zugleich genügt. 

In der That, da die Summe der beiden Zahlen u sad — —? gleich a 
und @ ungerade ist, so muls eine dieser Zahlen RR die ae un- 


gerade sein. Wir wollen die ungerade mit re bezeichnen, so dafs 


a 
| 
| 
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2 


ungerade ist, oder in Zeichen : 


e= +1, wenn ungerade, gerade, e=—1, wenn gerade, 


2 
a—d 
€ = (—1) 
Hiernach mufs 


_ 


sein, damit die Bedingung, dafs d’ eine ungerade Zahl sei, erfüllt werde. 


Zu diesem Werth von 5’ gehört der Werth von « — +27; also ha- 
ben wir 
b 


Von den 4 Paaren von Werihen, die in diesen Formeln enthalten sind, 
können wir sogleich wieder zwei ausscheiden; denn da 5’ positiv sein soll, 


so müssen wir das + Zeichen vor = so bestimmen, dafs sy po- 


sitiv wird. Man bestimme daher e’ so = +1, dafs €‘ se? positiv werde, 


so it db’ : also haben wir 
a—3eb 


Ueber die jetzt noch übrige Zweideutigkeit des BET können wir leicht 
entscheiden; die Formel für « zeigt nämlich, dafs, je nachdem das obere 
oder das untere Zeichen genommen wird, 20’—a oder 2@°+a durch 3 
theilbar ist; aber da a —=6m’+1 sein soll und a von derselben F'orm ist, 
so kann nur 2a’-+a durch 3 theilbar sein, während 2@#—a den Rest 1 
läfst: es gilt also das untere Zeichen und wir haben 

a—deb 


2 
Dafs durch diese Formel «’ wirklich von der Form 6m’+1 wird, ist leicht 
zu zeigen; denn hierzu ist nur nöthig, dafs es sowohl bei der Division 
durch 2 als bei der Division durch 3 den Rest 1 läfst. Das Letztere ha- 
ben wir so eben gezeigt, das Erstere geht daraus hervor, dafs zufolge 
der Formel für 


a = eb’ +2eb 
st; denn hiernach ist a’ mit d‘ zugleich ungerade. Wir haben demnach a‘ 
und 5’ durch die Formeln 


r 

= 
2 
ER 

-. 
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a—3cb, a-teb 


a—b 
zu bestimmen, wo e=(—1) ? und € = +1, je nachdem . positiv 


oder negativ ist; alsdann sind a‘ und 5b’ ein Paar von neuen Werthen, 
welche « und D in der Summe (4) annehmen können, und für welche der 
Exponent a’+ 35° seinen Werth unverändert beibehält. 

Lösen wir die Gleichungen (7) nach « und 5 auf, so ergiebt sich: 


a’—3.'b’ a’ 


welche Gleichungen genau von der Form der Gleichungen (7) sind, nur 

dafs e und «’ ihre Rollen vertauscht haben. Dies Resultat ist sehr wich- 

tig, denn es zeigt uns, erstens, dafs e’ eben so von a’ und 5’ abhängt, wie 

e von a und d. Da nämlich 5 ungerade ist, so folgt aus der Gleichung 
b= 


dafs e=-+1, wenn —— a’ ungerade, also 


a’ a’ 
=—1, wenn — also 


gerade ist, and dafs 


ist. Es ist also 


(—1)?. 

Die Gleichungen (8) zeigen ferner, dafs dieselbe Operation, durch 
welche a‘ und 5’ aus a und 5 abgeleitet worden sind, von den Werthen «‘ 
und 5’ zu a und 5 geführt haben würde. Die beiden Werthenpaare «, b 
und a‘, 5’ stehen also in einer reciproken Beziehung zu einander, und man 
würde durch Fortsetzung desselben Verfahrens nur wieder zu den früheren 
Werthen zurückkehren. Die Gleichung (4) ist verificirt, sobald wir be- 
weisen können, dafs die beiden Coefficienten von x’ +?" — +2”, welche 
den Werthen a, 5 und «‘, 5’ entsprechen, einander aufheben. Dieser Be- 
weis läfst sich aber ohne Schwierigkeit führen. Die Summe dieser beiden 
Coefficienten ist nämlich 


(—1) ? + (—1) ? — 5°); 
aber durch Substitution der Werthe von «’ und 5‘ aus (7) erhält man 


4 
und daher 
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folglich wird die Summe der beiden Coefficienten 
1) — (—I) ? 
Nun ist 


e=(—1)?, 
folglich | 


a—b a—b 
N’ =)? 
Die beiden betrachteten Glieder heben sich also in der That auf, und so- 
mit ist die Gleichung (4) verificirt. 

Es könnte der Fall eintreten, dafs @=a und db’; in diesem 
Falle mufs der Coefficient von x°’*+?”, welcher in der Summe (4) aus den 
Werthen von a und 5 erhalten wird, sich selbst entgegengesetzt sein oder 
verschwinden. In der That ergiebt sich, wenn @’=a, aus der ersten der 
Gleichungen (7): 

3a = 3eb, also 
a=+b. 
Da nun der Coefficient der Reihe (4) den Factor @ —b? hat, so wird der- 
selbe in diesem Fall = 0. 

Da sich die Formel (1) auf so elementarem Wege beweisen läfst, 
so ist es nicht ohne Interesse, die Sätze der Zahlentheorie, auf welche sie 
führt, näher anzugeben. Setzen wir in (1) wieder x” für x und multipli- 
ciren auf beiden Seiten der Gleichung mit x’, so erhalten wir 

g. 1)" = 2(—1)'(2r+1) 
In dieser Gleichung bedeutet m alle ganzen positiven oder negativen Zah- 
len, während » nur die Werthe von positiven ganzen Zahlen annimmt, in 
beiden Fällen die Null mit eingeschlossen. Setzt man (6m -+1)’= a’, und 
läfst « immer positiv sein, so wird a von der F'orm 62-+1, wenn ın po- 
sitiv ist, dagegen von der Form 68 —1, wenn m negativ ist. Man kann 
daher die Gleichung (9) auch so schreiben : 


b—1 
10. = z(—1)? be, 
wenn d alle ungeraden positiven, a alle positiven Zahlen von. der Forın 
6% + 1 bedeutet oder alle ungeraden positiven Zahlen, welche nicht durch 3 
theilbar sind. Das Vorzeichen von x“ in der ersten Summe ist positiv 
zu nehmen, wenn a die Form 12% +1, und negativ, wenn a die 
12%+5 hat. 


i 

= 

= 
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Da wir die Gleichung (9) wi (10) aus der Gleichung (1) da- 
durch abgeleitet haben, dafs wir =’ statt x gesetzt und hierauf mit =’ 
multiplieirt haben, so folgt von selbst, da die Exponenten in (9) ganze 
Zahlen sind, dafs in nl der Exponent jedes Terines in der Entwicklung 
des Cubus von 

+” 
die Form 24k-+3 haben mufs. In der That wird jeder Exponent in der 
Entwicklung des Cubus dieser Reihe die Summe dreier ungeraden Quadrate, 
von denen keines durch 3 aufgeht; und da jedes ungerade Quadrat die 
Form Sk-+1 hat, so mufs die Summe dreier ungeraden Quadrate durch 8 
dividirt den Best 3 lassen. Es ist ferner jedes Quadrat, das nicht durch 3 
aufgeht, von der Form 3% +1, und die Summe dreier Quadrate, von denen 
keines durch 3 aufgeht, mufs daher selber durch 3 aufgehn. Die Summe 
dreier ungeraden Quadrate, von welchen keines durch 3 aufgeht, läfst daher 
durch 8 dividirt den Rest 3 und geht durch 3 auf oder hat die Form 
24k-+-3. Umgekehrt kann man zeigen, dafs wenn man irgend eine Zahl 
von der Form 24%-+3 in drei Quadrate zerfället, jedes der 3 Quadrate 
ungerade und nicht durch 3 iheilbar, oder seine Wurzel von der Form 
6% +1 sein mnfs, wenn man nur für den Fall, dafs die Zahl durch 9 auf- 
geht, die Zerfällungen, in denen jedes Quadrat ebenfalls durch 9 oder seine 
Wurzel durch 3 theilbar ist, ausschliefst. Denn wenn man eine ungerade 
Zahl in drei Quadrate zerfället, so können entweder nur eines oder alle 
drei ungerade sein. Da ein ungerades Quadrat die Form 4% +1 hat und die 
geraden Quadrate durch 4 aufgehn, so mufs die Zahl im ersten Falle die 
Form 4%k-+1 haben; jede Zahl von der Form 4%+3 kaun daher nur in 
drei ungerade Quadrate zerfället werden. Wenn man ferner eine durch 3 
theilbare Zahl in drei Quadrate zerfället, so kann keines derselben durch 3 
aufgehn, wenn nicht jedes durch 3 theilbar ist. Denn da ein Quadrat durch 
3 dividirt entweder aufgeht, oder +1 zum Rest läfst, so ist die Summe 
dreier Quadrate, je nachdem keines derselben, eines, zwei oder alle drei 
durch 3 theilbar sind, im ersten und letzten Falle durch 3 theilbar; im 
zweiten Falle läfst sie durch 3 dividirt den Rest +2, im dritten den Rest 
-+-1. Wenn man daher den Fall ausschliefst, in welchem jedes der drei Qua- 
drate durch 3 und ‚also. auch durch ‘9 theilbar ist, welcher nur eintreten 
kann, wenn die vorgelegte Zahl selber durch 9 theilbar ist, so kann eine 
durch 3 iheilbare Zahl nur in drei Quadrate zerfället werden, von denen 


>= 


\ 
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keines durch 3 theilbar ist. Da nun eine Zahl von der Form 24k +3 
sowohl die Form 4%-++-3 hat, als auch durch 3 theilbar ist, so kann sie 
dem eben Bewiesenen zufolge nur in drei ungerade Quadrate zerfället wer- 
den, von denen keines durch 3 aufgeht, wenn man für den Fall, dafs die 
Zahl durch 9 aufgeht, die Zerfällungen in solche drei Quadrate ausschliefst, 
von denen jedes durch 3 iheilbar ist. 

Wenn man nach den bekannten Regeln die Reihe 

in die 3te Potenz erhebt, und den Coefficienten von x” aufsucht, wo p die 
Form 24&-+3 hat, so giebt jede Zerfällung von p in drei Quadrate, von 
denen keines durch 3 theilbar ist, entweder die Zahl +6, wenn die drei 
Quadrate alle ungleich sind, oder die Zahl +3, wenn zwei der Quadrate 
gleich sind, oder die Zahl +1, wenn die Quadrate alle drei einander gleich 
sind, als den der besonderen Zerfällung entsprechenden Theil des Total- 
coefficienten. Im ersten Fall ist das positive Zeichen zu nehmen, wenn 
die Wurzel nur eines Quadrates oder die Wurzeln aller drei Quadrate die 
Form 12%+1 haben: dagegen das negative Zeichen, wenn keine Wurzel 
oder wenn zwei die Form 12% +1 haben. In den beiden andern Fällen, wo 
p=aa-t2aa oder p=3aa, ist das positive oder negative Zeichen zu 
wählen, je nachdem @ entweder die Form 12% +1 oder die Form 12% +5 hat. 

Es sei ©, der Coefficient von x” in der Entwicklung des Cubus 
der vorgelegten Reihe, so dafs 


wo ?, wie wir gesehen haben, nur die Form 24%-+3 haben kann. Nennt 
man nun, wenn p irgend eine Zahl von der Form 24% +-3 ist, 

A die Anzahl aller Zerfällungen von p in drei ungleiche, durch 3 nicht 
theilbare Quadrate, welche entweder sämmtlich Wurzeln von einer der 
beiden Formen 12%-+1, 12%—1 haben, oder von denen eines eine 
Wurzel von einer der beiden Formen 12%+1, 12%—1, die beiden 
andern dagegen Wurzeln von einer der beiden Formen 12% +5, 
haben ; 

4‘ die Anzahl aller Zerfällungen von p in drei ungleiche, durch 3 nicht 
theilbare Quadrate, welche entweder sämmtlich Wurzeln ‘von einer der 
beiden Formen 12k+5, 12%—5 haben, oder von denen eines eine 
Wurzel yon einer der beiden Formen 12%-+5, 12%—5, die beiden 


2 

= 

4% 
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andern dagegen Wurzeln von einer der beiden Formen 12% +1, 
12%—1 haben; 

B die Anzahl aller Zerfällungen von p in dieForm aa-+2a‘a‘, in wel- 
cher @ und a’ durch 3 nicht aufgehn und von einander verschieden 
sind, und a eine der beiden Formen 1?2k-+1, 12%—1 hat; 

B' die Anzalıl aller Zerfällungen von p in die Form aa+2u‘a‘, in wel- 
cher @ und «‘ durch 3 nicht theilbar und von einander verschieden 
sind, und a eine der Formen 12%k+5, 12%+5 hat; 

so ist zufolge der früher gemachten Bemerkungen, wenn p nicht das 
Dreifache eines durch p nicht theilbaren Quadrates ist, 
C, = 
Wenn p das Dreifache eines durch 3 nicht theilbaren Quadrates ist, 
so kommt zu dem Ausdrucke rechts noch +1 oder —1 hinzu, je nachdem 
die Wurzel dieses Quadrates eine der Formen 12%-+1, 13%—1, oder eine 


der Formen 12%-+5, 12%—5 hat. Aber die Gleichung (10), 
b—1 


in welcher 5 jede positive ungerade Zahl bedeutet, zeigt, dafs, wenn p 
nicht das Dreifache eines ungeraden Quadrates ist, der Term x? in der Ent- 
wicklung des Cubus der vorgelegten Reihe gar nicht vorkommt, oder dafs 
C,=0 ist. Wir erhalten hieraus, wenn p nicht das PAPER eines un- 
geraden Quadrates ist, die Formel 
11. „AdA+B= 24'4+B',” 
welche eine merkwürdige Eigenschaft der Zahlen von der Form 24«.+3 
in Bezug auf ihre Zerfällung in drei Quadrate ausdrückt. Diese Formel ent- 


hält nämlich folgendes 


Theorem I. 


Man zerfälle ein Zahl » von der Form 2444-3, welche nicht das 
Dreifache eines Quadrats ist, auf alle mögliche Arten in drei Quadrate von 
der Form (6m+1)’, und zähle diese Zerfällungen auf die Art, dafs man 
immer die Fälle, in welchen alle drei Quadrate von einander verschieden 
sind, doppelt rechnet: so wird man für die Zerfällungen, in denen eine 
oder drei der Gröfsen m gerade sind, eben dieselbe Zahl wie für die Zer- 
fällungen erhalten, in denen eine oder drei der Gröfsen »n ungerade sind. 

Eimige Beispiele, welche diesen Satz erläutern können, giebt die 
folgende Tabelle, in welcher A, 4‘, B, B’ die oben angegebene Bedeu- 


T 
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tung haben und daher immer 
2A+B = 24'+B' 
sein mufs. | 
p= 1+2.3= 49+42.1, A=4=0, B=PB=1. 
9= 1+2.49= 4942.25, A=4=0, B=PB=1i. 
3424, A=4=0, 
4A=0,4=1, B=2, B =0. 
= 1+49+ 121. 
= 195 —=1+25+169=25 +49 +11; A=4=1, B=B—=0. 
p=219=169+2.25=121+ 2.49; =0,4=1,B=1,B=0. 
1-449+ 169 
u.sw. WS w. 
Wir wollen jetzt den Fall betrachten, wenn p das Dreifache eines 
Quadrates 55 ist, für welchen die Gleichung (10) den Werth von ©, ergiebt, 


b—1 
G=(—1)?b. 
Andererseits hat man, wenn 5 nicht durch 3 theilbar ist, 
C, = 6(4—4)+3(B—B)+1, 

wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 5 die Form 
12%+1 oder die Form 12%+5 hat. Wenn 5 durch 3 theilbar ist, bleibt 
5 die frühere Formel 
= C, = 6(4—4')+3(B—B') 
unverändert. Denn die zu dem Werthe des Coefficienten hinzukommende 
Gröfse +1 wurde aus den Cuben der einzelnen Termen der Reihe 


E erhalten. Da aber die Cuben dieser einzelnen Termen + x*'”+" oder 

3 +x0”-D" sind, so wird der Term x? aus dem Cubus eines Terms der 

2 vorgelegten Reihe nur dann erhalien, wenn p das Dreifache eines nicht 

5: durch 3 theilbaren Quadrates ist. Wenn man die beiden für C, ange- 

er gebenen Ausdrücke mit einander vergleicht, so erhält man, wenn p das 
Dreifache eines ungeraden Quadrates ist, die Formel 


b1 
12. 


in welcher & eine der Gröfsen 0, +1, —1 bedeutet, und zwar diejenige 


dieser Gröfsen, für welche eine gauze Zahl wird. Man kann daher 


das Theorem I. durch folgendes Theorem ergänzen. 


a 
® 
Br: 
- 
| 
= 
; 
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Theorem 


Wenn p das Dreifache eines ungeraden Quadrates y= 3b ist, so 
sind die beiden Zahlen, welche im Theorem I. einander gleich waren, die- 
ses nicht mehr, sondern die erste ist gröfser als die zweite, wenn db von 
der Form 4% +1 ist, und hinwiederum ist die zweite gröfser als die erste, 
wenn 5 von der Form 4k +3 ist; der Ueberschufs der einen über die 
andere aber ist 45, wenn 5 durch 3 aufgeht, oder wenn 5 nicht durch 3 
aufgeht, die dem 45 nächst gleiche ganze Zahl. 


Zur Erläuterung dieses Theorems durch Beispiele kann die folgende 
Tabelle dienen, in welcher die Zahlen A, A‘, B, B’ der Formel (12) ge- 
nügen müssen. 


> 4|4|8|# 

34 
7 = 3lılolololı 
5= 3.235 = 1+25+49 
147 = 3.49 = 1+25 + 121 21219013 
43 = 142.11 = 35+49+169 |9|3Jılolılo 


u. S. W. U. S. W. 


Ich will über die Zerfällungen von p in die Form aa+2a‘a'‘, in 
welcher a nicht durch 3 theilbar ist, noch folgende Bemerkungen hinzufügen. 


Es sei 3° die höchste Potenz von 3, durch welche p theilbar ist, 


so dafs z eine ganze, durch 3 nicht iheilbare Zahl ist, welche ich mit 


bezeichnen will. Es sei 

p = 
so wird eine der beiden ganzen Zahlen « oder « durch 3 aufgehn; denu 
wenn weder « noch «’ durch 3 aufgingen, würde sowohl &« als «’a’ durch 
3 dividirt den Rest +1 lassen und daher p' = au +2u‘a’ durch 3 theil-- 
bar sein; was gegen die Voraussetzung ist. Es sei 


wo ß und ß’ wieder ganze Zahlen bedeuten, deren Werthe man leicht 
aus der bekannten Formel für die Potenz eines Binomiums erhält, nämlich 


> 
| 


1 
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2 — ete. 


2 +?. 133.05 


Wenn man in der vorstehenden Gleichung —y—2 statt "—2 schreikt, 
so erhält man 


und wenn man die beiden F'ormeln mit einander multiplicirt : 


3’ = 


wo a, a’, b, b’ wieder ganze Zahlen bedeuten, nämlich 
ua 
und ändert in jeder der beiden Formeln das Zeichen der Wurzelgröfse, 
so erhält man auch 
und wenn man von diesen Formeln je zwei, welche durch Aenderung des 
Zeichens der Wurzelgröfse aus einander abgeleitet worden sind, mit einan- 
der multiplicirt, 


Setzt man 


3’ (au = = aa+ 


p=aa+t2ada = bb 
Man erhält so aus einer Zerfällung der Zahl p‘ in die Form aa + 2ua/«’ 
zwei Zerfällungen der Zahl p in dieselbe Form; und diese beiden Zerfäl- 
lungen sind immer von einander verschieden, ausgenommen wenn p’ ein 
Quadrat = au ist, und man die beiden Zerfällungen von p aus der Zer- 
fällung p’ = aa’, für welche «=0 ist, ableitet. Für diesen Fall sieht 
man aus den für a, db, a’, b’ angegebenen Werthen leicht, dafs 

wird, und dafs daher «a-+2a/a‘, bb-+25‘b' dieselbe Zerfällung ist. Dafs 
aber nur für diesen Fall die beiden Zerfällungen dieselben sind, erhellt fol- 
gendermafsen. Es mufs hierzu entweder oder sein, und die 
für a und d angegebenen Werthe zeigen, dafs dies nur geschehen kann, wenn 
entweder «aß oder «'ß’ verschwindet, d. h. eine der Zahlen a, «‘, ß, P‘ 


oder 


Er 

PR: 

‘6 

2; 

Br. 
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gleich Null ist. Nun ist aber weder ß noch ß‘ gleich Null; es kann fer- 
ner nicht « =0 sein, weil sonst p' = ?2w'a’ eine gerade Zahl wäre; es 
ist aber die Zahl p‘ ungerade, weil sie mit 3° multiplicirt die ungerade Zahl » 
ergiebt. Die beiden Zerfällungen können daher nur, wenn a’ verschwin- 
det, übereinkommen; was zu beweisen war. 

Dafs keine der beiden Zahlen ß und P° verschwindet, folgt unter 
andern auch daraus, dafs keine von beiden durch 3 aufgehn kann. Es sei 


fy=h. 
Wenn f und f’ und eben so g und g‘ durch 3 dividirt denselben Rest las- 
sen, so lassen die Zahlen f’g‘, fg‘, fg denselben Rest wie fy, und es 
lassen daher beide Zahlen A und A durch 3 dividirt denselben Rest als 
—fg. Denn die Zahl A läfst denselben Rest wie fg—?2fy = —fy, und 
die Zahl A’ läfst denselben Rest wie fg +fg =?fg =3fgy—fg und also 
auch denselben Rest wie —fg. Es folgt hieraus, dafs wenn 

und f und f‘, so wie g und g’ durch 3 dividirt denselben Rest lassen, und 
keine dieser Zahlen durch 3 theilbar ist, auch die beiden Zahlen A und 4’ 
durch 3 dividirt denselben Rest lassen, und durch 3 nicht theilbar sind. 
Denn da die Zahlen % und A’ durch 3 dividirt denselben Rest wie —fg 
lassen, so können sie nur durch 3 theilbar sein, wenn es eine der beiden 
Zahlen f und g ist; was der Voraussetzung zuwider ist. Wenn man zu 
den beiden Factoren nach und nach mehrere von derselben Form und den- 
selben Eigenschaften hinzufügt, und jedesmal den eben gefundenen Satz 
anwendet, so erhält man den allgemeinern Salz, dafs, wenn © Factoren 


fi +fi v—?2, v—2, fi +fi v—?2 
gegeben sind, in deren jedem f+f’v —?2 die beiden Gröfsen f und f’ ganze 
Zahlen bedeuten, welche durch 3 nicht theilbar sind, aber durch 3 dividirt 


denselben Rest lassen, das Product sämmtlicher Factoren, dem man wieder 
die Form | 


also 


geben kann, in welcher F und F" ganze Zahlen bedeuten, wieder dieselbe 


Eigenschäft hat, dafs weder F noch F’ durch 3 aufgeht, beide aber durch 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft.1. 4 


= 
+ 
> 
\ far 2" 
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3 dividirt denselben Rest lassen. Es folgt ferner aus dem gefundenen 
Salze, dafs dieser Rest derselbe ist, wie der Rest, welchen die Zahl 
- NEN 
läfst. Sind alle Factoren einander gleich, so folgt aus dem Vorhergehen- 
den, dafs wenn f und f‘ durch 3 dividirt beide +1 oder beide —1 zum 
Rest lassen, und man die * Potenz des Ausdrucks f+f’ Y—2 in die Form 
F+FY—2 = 
bringt, die Zahlen F' und F’ beide denselben Rest lassen wie ip 
Ist daher die Potenz eine gerade, also © eine gerade Zahl, so werden F 
und F* durch 3 dividirt immer den Rest —1 lassen: ist dagegen © unge- 
rade, so wird F' denselben Rest +1 oder —1 lassen wie £ In unserm 
Falle, in welchem | 
=Pp+Py—2 
war, also f=f’=1, werden daher ß und ß° durch 3 dividirt beide den 
Rest +1 oder beide den Rest —1 lassen, je nachdem © ungerade oder 
gerade ist, und es kann niemals eine dieser Zahlen durch 3 aufgehn, noclhı 
weniger also verschwinden. Man kann diese Eigenschaften der Zahlen ß 
und ß’ auch aus ihren oben angegebenen, aus dem binomischen Lehrsatz 
abgeleiteten Werthen folgern. In diesen Werthen finden sich nämlich die 
Binomial- Coeffhicienten von ? mit den Potenzen von —? multiplieirt; be- 
trachtet man nur die Reste, welche diese Werthe durch 3 dividirt lassen, 
so kann man +1 statt —? setzen, woraus folgt, dafs ß und ß’ durch 3 
dividirt dieselben Reste lassen wie die Zahlen 


— Ne —3 
1.2.3.4.5 + ete. 


Diese Zahlen sind aber gleich den beiden Ausdrücken 

+ AN} = 

so dafs 8 und ß’ durch 3 dividirt denselben Rest wie 2”, oder, was 
dasselbe ist, wie (—1)'"' lasseu; was mit dem vorhin Gefundenen über- 
einstimmt. 

Die beiden Zerfällungen von p, welche wir aus einer Zerfällung 

von p‘ in die Form «& + abgeleitet haben, nemlich 

p= aa+2aa = bb+2bb 


> 

x 
13 
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gehören zu den Zerfällungen, welche hier betrachtet werden, indem keine 
der Zahlen a, a’, 5, d’ durch 3 aufgeht. Dieses erhellt sogleich aus den 
oben für diese Zahlen gegebenen Werthen 
= 
a“ = «B+uß‘, = «B—aß', 
in welchen & und «’ zwei Zahlen bedeuten, von denen die eine durch 3 
theilbar ist, die andre aber nicht, ß und ß’ dagegen zwei Zahlen von de- 
nen keine durch 3 theilbar ist. Man kann aber aus der Form der Werthe 
von a und 5 noch folgende Schlüsse ziehn. 
Da a und 5 ungerade sind, wie aus der Gleichung 
p= —= bb + 25‘ 
erhellt, in der p eine ungerade Zahl von der Form 24% +3 bedeutet, und « 
und 5 nicht durch 3 aufgehn, so sind sie in den vier Formen 12% +1, 12% +5 
enthalten. Es wird daher auch ihr Product «5 eine dieser vier Formen haben 
und zwar eine der beiden Formen 12%+1, wenn a und b beide in den 
Formen 12%+1 oder beide in den Formen 12% +5 enthalten sind: dagegen 
wird ab die Form 12%+5 haben, wenn die eine der beiden Zahlen « und Ö 
in den Formen 12% +1, die andre in den Formen 12%+5 enthalten ist. 
Aus den für a und b angegebenen Werthen 
a = ıaß—?2u'ß‘, b = aß+?2u’ß‘ 


ad = "PB? — 
Geht « durch 3 auf, so ist »ß eine ungerade, durch 3 nicht theilbare Zalıl, 
denn « und ß sind immer ungerade, wie aus den Gleichungen 
p' = ua + 

erhellet, und wenn «’ durch 3 theilbar ist, so ist « durch 3 nicht theilbar; 
die Zahlen ß und 2’ sind aber niemals durch 3 theilbar. Es folgt hieraus, 
dafs «’ß°, sowohl durch 4 als durch 3 dividirt, den Rest +1 läfst, also die 
Form 12% -+1 hat. Die Zahl ist ferner, weun «’ durch 3 theilbar 
ist, durch 12 theilbar. Es wird daher, wenn «’ durch 3 theilbar ist, 
die Zahl 


folgt aber 


ab = — 4a” 
die Form 12%-+1 haben. Wenn durch 3 theilbar ist, so ist « und daher 
auch durch 3 nicht theilbar; es hat daher dieForm 3% +1 und 
4a” die Form +4. Es hat ferner P? die Form weil £', 


sowohl durch 4 als durch 3 dividirt, den Rest +1 lälst, a ist eine durch 
4% 


; 
= 
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3 theilbare ungerade Zahl und hat also eine der beiden Formen 12%-+3, 
12&+-9: sein Quadrat hat daher immer die Form 12%-+9; und da 
die Form 12% +1 hat, so wird auch «’Pß? die Form 12%-+-9 haben. Wenn 
also & durch 3 theilbar ist, so hat 4u”ß* die Form 12%-++4, ferner «°P? 
die Form 12%-++-9, und daher 
ab = 

die Form 12% +5. Es wird daher @b die Form 12% +1 oder die Form 12% +5 
haben, je nachdem a’ oder « durch 3 aufgeht. Läfst man die Zeichen von 
a und d, welche durch die Zerfällung von p in die Formen aa+2a'a‘, 
db-+-25'b‘ nicht bestimmt werden, willkürlich, so wird man doch immer 
sagen können, dafs «ab eine der Formen 12%+1 oder eine der Formen 
12&k+5 hat, je nachdem a’ oder & durch 3 aufgeht. Theilt man daher die 
Zerfällungen von p in die Form a#a-+-2a‘a‘, in welcher « und «‘ nicht 
durch 3 aufgehn, in zwei Classen, von denen die erste die Zerfällungen 
umfafst, in denen a eine der beiden Formen 12% +1 hat, und die zweite 
die Zerfällungen, in denen a eine der beiden Formen 12%+5 hat, so wer- 
den die beiden Zerfällungen von p, welche man auf die angegebene Art 
aus einer Zerfällung von p‘ in die Form ««+2«'a’ ableitet, zu derselben 
oder zu verschiedenen Classen gehören, je nachdem «‘ oder «& durch 3 
theilbar ist. 

Wenn p’‘, welches jede ungerade, durch 3 nicht theilbare Zahl be- 
deuten kann, auf mehrere Arten in die Form «&«-+-2u’0’ zerfällt werden 
kann, so wird doch in allen diesen Zerfällungen «‘, oder in allen « durch 
3 theilbar sein. Im ersten Falle hat nämlich p’ die Form ff+18f’f, 
im zweiten Falle die Form 999 -+2g‘g‘, und da p‘ und also auch f und 
g’ durch 3 nicht theilbar sind, also ff und 2g‘g‘ durch 3 dividirt die Reste 
+1 und +? lassen, so können die erste Form nur die Zahlen »° von der 
Form 3k-+1, die zweite Form nur die Zahlen p‘ von der Form 3% +2 
haben. Je nachdent also p’ die Form 3% +1 oder 3k+2 hat, werden 
die beiden Zerfällungen von p =3'p‘, welche wir aus einer Zerfällung von 
»' abgeleitet haben, zu derselben oder zu verschiedenen lassen gehören. 

Es bleibt noch zu zeigen übrig, dafs jede Zerfällung von p in die 
Form aa+2a'a', in welcher a nicht durch 3 theilbar ist, wirklich aas 
einer Zerfällung von p’ durch die angegebenen Formeln abgeleitet werden 
kann. Man kann dieses so beweisen. Da p durch 3’ theilbar und 


> 
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= 
+2 
> 
= 
= 


2. 6, G. J. Jacobi, Beweis einer merkwürdigen analytischen Formel etc. 29 


ist, so mufs auch die Zahl 

— — (aß +2a' (aß — 
durch 3‘ theilbar sein. Von den beiden Factoren + und 
kann aber nur der eine durch 3 theilbar sein; denn wären sie beide durch 
3 theilbar, so wäre auch ihre Summe ?24ß durch 3 theilbar; was unmög- 
lich ist, weil weder a noch ß dureh 3 theilbar sind. Weil nun das Product 
der beiden Factoren durch 3° theilbar ist, der eine Factor aber durch 3 
nicht theilbar ist, so mufs der andere Factor allein durch 3° theilbar sein. 
Es sei aß + 2a‘ß’ dieser Factor, was man immer annehmen kann, da über 
das Zeichen von « nichts hestimmt worden ist, vielmehr dieses Zeichen, 
wenn man a unverändert läfst, durch diese Bedingung erst bestimmt wird. 
Multiplieirt man diesen Factor mit ß‘ und setzt für 2ß’%' seinen Werth 
BP, so erhält man 

= — Pla B—ap) + 
und aus dieser Gleichung folgt, weil «8 -+2ua‘ß’ durch 3° theilbar, aber 2 
durch 3 nicht theilbar ist, dafs auch «ß— aß’ durch 3 theilbar ist. Es sei 


so wird ” 

und dem ebenBewiesenen zufolge sind dieGröfsen « und a’ ganze Zahlen. 
Aendert man das Zeichen der Wurzelgröfse, und multiplicirt die dadurch 
entstehende neue Gleichung mit der vorstehenden, so erhält man 

welches die verlangte Zerfällung von p‘ ist. Von dieser Zerfällung aus ge- 
langt man wieder zu der gegebenen Zerfällung von y=««a+2a‘a‘ durch 


die Gleichung 

= aray—?. 
Man sieht also, dafs man jede Zerfällung von p in die Form aa-+2a‘a‘, 
in welcher @ nicht durch 3 theilbar ist, immer aus einer Zerfällung von 


Hp = p' auf die oben angegebene Art ableiten kann. Man wird also 


alle Zerfällungen von p, welche die verlangte Form haben, aus den Zer- 
fällungen von p‘ erhalten. 

Wir haben gesehn, dafs man aus jeder Zerfällung von p’ zwei Zer- 
fällungen von p erhält, welche zu derselben oder zu verschiedenen Classen 


+ 
HE 
| 
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gehören, je nachdem p‘ die Form 3% +1 oder 3k +2 hat; ferner, dafs die 
so erhaltenen Zerfällungen von p alle hier betrachteten ergeben. Wir 
nannten aber oben B die Anzahl aller Zerfällungen von p von der ersten 
Classe, und B’ die aller Zerfällungen von p von der zweiten Classe; wo- 
bei jedoch, wenn p'=«a, die Zerfällung 


p = aaßßB 
nicht mitgerechnet ist, welche nur Statt findet, wenn » das Dreifache eines 
Quadrates ist, da 2 ungerade sein mufs, wenn p = 3'’a« die Form 24% +3 
haben soll. Hat p’ die Form 3%k+2, so enthalten die erste und zweite 
Classe gleich viel Zerfällungen, weil aus jeder Zerfällung von p’ sich für 
jede der beiden Classen eine Zerfällung von p ergiebt. Man hat daher, 


wenn p = die Form 3% +2 hat, 


B=B, 
wodurch sich die Formel (11) auf 
A= 4' 


reducirt. Wenn p‘ die Form 3% -+1 hat, werden B und B’ gerade Zalı- 
len sein, wenn nicht p das Dreifache eines Quadrates ist, weil sich aus 
jeder Zerfällung vun p' zwei Zerfällungen von p» ergeben, die zu derselben 
Classe gehören. 


Man kann aus der oben gefundenen Formel 
b—1 


IE(— 1)" 3(—1)? 
in welcher »» alle positiven und negativen Zahlen, d alle positiven unge- 
raden Zahlen bedeutet, noch Folgerungen ganz anderer Art ziehen, die 
ich kurz andeuten will. Man sieht durch diese Formel, dafs man das Drei- 
fache eines ungeraden Quadrates immer auf mehrere Arten in drei Quadrate 
von der Form (6:2 +1)? zerfällen kann, so dafs, wenn N irgend eine un- 
gerade Zahl ist, man immer der Gleichung 


3NN = (6m-+1)’ + (6m’ +1)’ + +1)? 
genügen kann, und zwar auf mehrere Arten, so dafs man, den Falld=1ı 


ausgenommen, nie allein die Zerfällung in Jdrei gleiche Quadrate hat. Aus 
der vorstehenden Gleichung folgt 


3NN = (Gm +1)’ 2(3m’+ 3m” +1)? + 18 (m'— 


; 

» 

N 

. 
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und daher 
NN = + m’ + 1}? + 22m — m’ — + 6(m’— 
Eine ähnliche Formel würde aus jeder Zerfällung von y=24%k +3 in die 


Form 
(6m +1? + (6m’ +1? + 6m” 
für 4p = 8k-+1 gefunden werden. Es sei 
m —=n, mM —=n, 
so hat man 
NN = nn-+ ?2n'n’ + 6n'"n‘ 


und daher 
NN — nn 


2 
Da man immer voraussetzen kann, dafs die Zahlen m, m’, m’' nicht alle 
drei einander gleich sind, so wird man auch immer in der vorstehenden 
Gleichung annehmen können, dafs n’ und n‘ nicht alle beide verschwinden. 
Es wird also immer N>n sein. 


= + 


Von der Summe und Differenz zweier ungeraden Zahlen ist die 
eine immer durch 4 theilbar, während die andre durch 4 dividirt den Rest 
2 läfst. Ich will aunehmen, dafs N—n durch # theilbar sei: wäre N+n 
durch 4 theilbar, so hätte man im Folgenden nur —n statt n zu setzen. 


Man betrachte jetzt den besondern Fall, wo N eine Prim- 


= und tr und daher auch die Zahlen abi 


a De keinen gemeinschaftlichen Factor haben. Da beide Zahlen zu 


zahl ist, in welchem 


und 


einander Primzahlen und Theiler einer Zahl von der Form n’n’-+3n‘'n‘ 
sind, so hat, nach sonst bekannten Sätzen der Aritlimetik, jede dieser Zah- 


len nor und ud. dieselbe Form. Man kann daher setzen 


4 


woraus für jede Primzahl N die Gleichung, 


N=aa +2Pß +3 yy 
folgt, in welcher «, ß, y, d ganze Zallen sind. Zufolge der bekannten 
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Verallgemeinerung eines Eulerschen Satzes, produeiren Zahlen von der Form 


aa + BBB+Cyy+ 


wieder diese Form, wenn man sie mit einander multiplicirt. Die Form, 
in welche wir jede Primzahl N zerfällt haben, gehört aber offenbar dieser 
Form an. Da nun auch die Primzahl 2 dieselbe Form hat, und man jede 
Zahl als Product von Primzahlen betrachten kann, so kann man auch jeder 
Zahl die Form 
as 2PB+IYyy+ 600 

geben, in welcher «, ß, y, ö ganze Zahlen sind. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie ich in dieser Abhandlung ange- 
stellt habe, kann man an andere Formeln der .„Fundamenta” anknüpfen. 
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3. 


Von dem Krümmungs-Schwerpuncte ebener Curven. 


(Von Hrn. Prof. Steiner zu Berlin.) 
(Auszug aus einer am 5. April 1838 in der hiesigen Akad. d. Wissensch. gehaltenen Vorlesung.) 


Bii Untersuchungen über Maximum und Minimum in Rücksicht geometri- 
scher Gegenstände wurde ich auf nachstehende Aufgaben geführt: 

4. „Wenn aus einem beliebigen Puncte P in der Ebene einer 
gegebenen und stetig convexen Curve B auf alle Tangenten der letzteren 
Perpendikel gefället werden, so liegen die Fufspuncte in irgend einer 
Curve V; denjenigen Punct S zu finden, dessen Fufspuncten- Curve v 
den kleinsten Inhalt hat?” 

b. „Wenn die gegebene Curve ® in ihrer Ebene auf einer festen 
Geraden G@ so lange rollt, bis sie sich ganz umgedreht hat, so beschreibt 
jeder mit ihr verbundene Punct P irgend eine Curve W; denjenigen 
Punct S anzugeben, welcher die Curve w vom kleinsten Inhalte be- 
schreibt?” Und | | 

6. „Die analoge Frage, wenn die Curve B auf einer festen 
Curve U so lange rollt, bis ihr ganzer Umfang die letztere berührt hat.” 

Es zeigte sich, dafs den beiden ersteren Aufgaben ein und derselbe 
bestimmte Punct S genügt, und dafs überhaupt das Gesetz Statt findet: 
dafs für irgend einen Punct P die Curve W allemal gerade doppelt so 
grofsen Inhalt hat, als die Curve V.” Jener ausgezeichnete Punct 8 aber, 
welcher die Curven (v und ©) vom kleinsten Inhalte erzeugt, ‘hat in Be- 
zug auf die gegebene Curve ® die merkwürdige Eigenschaft: „dafs er 
ihr Schwerpunct ist, wenn die Gewichte ihrer einzelnen Puncte (die sie 
in unendlich kleine gleiche Elemente theilen) sich verhalten, wie die re- 
specliven Krümmungen, oder wie die umgekehrten Werthe der zugehöri- 
gen Krümmungsradien.’ Deshalb ist der Punct S „Krümmungs - Schwer- 
punct” der Curve ® genannt worden. Von ihm und von dem Inhalte der 
ihm entsprechenden Curve v oder w hängt der Inhalt der jedem anderen 
Puncte P entsprechenden Curve V oder W ab, und zwar nach dem Ge- 


setz: „dafs Puncten, welche gleich weit von S entfernt sind, Curven von 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 1. 5 
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gleichem Inhalte entsprechen; und dafs die Inhalts- Zunahme dem Qua- 
drate jener Entfernung proportional ist.’ 


Bei der dritten Aufgabe (‘) ist zwar derjenige Punct ©, welcher 
die Curve w vom kleinsten Inhalte beschreibt, im Allgemeinen von dem 
vorigen (‚S) verschieden, indessen hängt er doch wesentlich von diesem 
ab, und seine Eigenschaft ist der des letzteru ganz analog. 


Ist die gegebene Curve ® nicht geschlossen, oder wird nur ein be- 
liebiger Bogen AB derselben berücksichtiget, so dafs nur auf die Tan- 
genten dieses Bogens Perpendikel gefället werden, oder nur dieser Bogeu 
auf der Basis rollt: so giebt es gleichwohl einen bestimmten Punct R, 
welchem die kleinste Figur v oder w entspricht, und derselbe hängt. we- 
sentlich von dem, dem Bogen AB entsprechenden Puncte S oder © ab (au- 
(serdem noch von der Sehne AB und bestimmten Winkeln). Auch ist danu 
eben so der Inhalt der jedem anderen Puncte P entsprechenden Figur V 
oder W von dem Abstaude des Punctes P von R abhängig, nämlich die 
Inhalts-Zunahme VY—v oder W—w, ist allemal gleich dem Quadrate die- 
ses Abstandes multiplicirt in einen constanten Coefficienten. Dadurch wird 
die Quadratur aller solchen Curven V oder W auf die von v oder w zu- 
rückgeführt. Wiewohl man sich vielfach mit dergleichen Curven beschäf- 
tigt hat, so findet doch, meines Wissens, dieses einfache Gesetz sich nir- 
gends aufgestellt. Trotz dem ist der Beweis desselben, so wie der zuvor 
angedeuteten Sälze, keinesweges schwierig; sondern es kam vielmehr nur 
auf das Auffinden der Sätze selbst au“). Jetzt werden sie sich auf ver- 
schiedene Arten leicht beweisen lassen. Hier geschieht es auf geometri- 
schem Wege, durch blofs elementare Betrachtungen, und zwar ohne Vor- 
aussetzung der erforderlichen, anderweitig bekannten Hülfssätze. Nämlich 
die Betrachtung nimmt, der Hauptsache nach, folgenden Gang. 


Zuerst werden aus einem einfachen Fundamentalsatze die wesentlich- 
sten Eigenschaften des Puncts der mittleren Entfernung oder des Schwer- 
punets eines Systems gegebener Puncte entwickelt. Sodann wendet sich 
die Betrachtung zu den Fufspuncten-Vielecken V in Bezug auf ein ge- 
gebenes Vieleck ®, wobei die wichtigsten Resultate auf jene Eigenschaften 


*) Die obigen Aufgaben habe ich bereits in Bd. XIV. S. 88 d. Journ. zur Lösung 
vorgelegt und dabei zugleich einige der eben erwähnten Resultate angedeutet; sie 
blieben aber, wie es scheint, unbeantwortet. 
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des Schwerpunctes sich stützen. Diese Resultate gelien zugleich auch für 
die Fufspuncten-Ourven V in Bezug auf eine gegebene Curve 3; was 
unmittelbar folgt, wenn man jenes Vieleck ® in eine Curve übergehen 
läfst, d. h. wenn man die Zahl der Seiten unendlich grofs und jede Seite 
unendlich klein werden läfst. Nun wird weiter das Vieleck ® auf einer 
festen Geraden rollend fortbewegt und dabei die von den mit ihm verbun- 
denen Puncten beschriebenen Figuren W berücksichtiget: so zeigt sich, 
dafs auch hierbei die Hauptresultate sich gleicherweise auf die Eigenschaft 
des Schwerpuncts gründen, und dafs dieselben bestehen bleiben, wenn das 
rollende Vieleck in eine Curve ® übergeht. Endlich läfst man das Viel- 
eck ® auf einem festen Vielecke ll ro!len, wobei sich wiederum analoge 
Resultate ergeben, die auch fortbestehen, wenn die Vielecke in Curven 
® und U übergehen *). In diesem letzten Falle gelangt man zu den all- 
gemeinsten Resultaten ($. XXXIV.); sie umfassen gewissermafsen., alle 
vorhergehenden und gestatten aufserdem noch zahlreiche andere specielle 
Folgerungen ($. XXXV.); auch folgt daraus unmittelbar die Quadratur 
vieler Curven, wie z. B. der verschiedenen Arten Cykloiden, des Raumes 
zwischen parallelen Curven, u. s. w. 


Beiläufig bemerke ich noch, dafs der gegenwärtigen Untersuchung 
eine andere zur Seite steht, welche sich mit den folgenden Aufgaben, und 
Dem, was unmittelbar damit zusammenhängt, beschäftigt, nämlich : 

@. In der Ebene einer gegebenen Curve ® denjenigen Punct M 
zu bestimmen, dessen Fufspuncten-Curve v, in Rücksicht auf jene, unter 
allen die kürzeste ist? 

ß. Wenn in der Ebene eine gegebene Curve ® auf einer festen 
Geraden @ rollt, denjenigen, mit ihr verbundenen Punct M anzugeben, 
welcher die kürzeste Curve w beschreibt? Und | 

y. Dasselbe, wenn die Curve ® auf einer festen Curve ll rolli? 


Auch hier findet sich: dafs ein und derselbe Punct M den beiden 
ersteren Aufgaben zugleich genügl; oder noch mehr, es findet sich das 
allgemeine Gesetz : „dafs die irgend einem Puncte P entsprechende Fu/s- 


*) Zu diesem Gange der Betrachtung gaben die beiden speciellen Sätze von 
Querret, Sturm und Lhuilier den ersten Anlafs, welche in Bd. I. S.51 dieses Journals 
sich angeführt finden, und welche zunächst den daselbst (so wie Bd. Il. S.265.) be- 
wiesenen allgemeinen Satz zur Folge hatten, als dessen weitere Entwicklung die vor- 
liegende Abhandlung zum Theil anzusehen ist. 
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puncten-Curve V (u) gerade eben so lang ist, als die von ihm beim 
Rollen (2) beschriebene Curve W.” Dies führt zur Vergleichung der 
Länge vieler, anscheinend sehr verschiedener Curvenpaare und gewährt 
dadurch einige interessante Sätze. 

Für alle drei Aufgaben läfst sich die charakteristische Eigenschaft 
des Punctes M auf geometrischem Wege angeben. 


Durch diese Untersuchung gelangt man auch unmittelbar zur Recti- 
fication einer bestimmten Reihe von Curven. 


Vom Punete der mittlern Entfernung. 


1. 

Fundamentalsatz. „Zieht man aus drei beliebigen Puncten A, 
M, B (Fig. 1.) einer Geraden AB drei parallele Strahlen AC = a, 
MN=m, BD=b in beliebiger Richtung nach einer andern Geraden X, 
so ist, wenn man AM =b, und BM=a, setzt: 

1. aa+tbb = (a+b,)m. 

Denn zieht man die Gerade BC, welche MN in E schneidet, so 

ist wegen der parallelen Strahlen: 
ME:a=a:4+Ö, ud =b5b:4-+5, 

woraus, dd MEHEN=MN =m ist, un Gleichung (1) folgt. 


Hiebei ist noch zu bemerken: 

a) Der Satz findet Statt, mögen die Puncte A, M, B auf derselben 
oder auf verschiedenen Seiten der Geraden X liegen. Nur sind im letz- 
tern Falle Strahlen, die auf verschiedenen Seiten von A liegen, als ent- 
gegengesetzt, die einen als positiv, die andern als negativ zu betrachten. 
Dieser Gegensatz kann entweder in der Gleichung (1) durch die Zeichen 
+ und — angezeigt, oder unmittelbar in der Figur berücksichtigt werden. 
Hier soll fortan dieses Letztere geschehn, und also auch im Falle der 
(Fig.2.), statt der jenen Zeichen gemäfsen Gleichung 55,— aa, = (a,+b,)m, 
ebenfalls die obige Gleichung (1) geschrieben werden. 

b) Geht insbesondere die Gerade X durch den Punct M, so hat man: 

2. aa = 0. 
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c) Der Satz ist von dem Winkel unabhängig, welchen die Strahlen 
a, m, b mit der Geraden X bilden. Der Einfachheit wegen soll daher 
dieser Winkel fortan ein rechter sein. Bei einigen spätern Sätzen ist übri- 
gens nur dieser Fall allein zulässig; andere Sätze hingegen würden einen 
beliebigen Winkel gestatten, und dadurch etwas allgemeiner werden ; was 
indessen unerheblich ist. 


$. H. 


Sind « und ß zwei bheliebige gleichartige Gröfsen oder Zahlen, 
und ist: 


3. a:ß=a:b, 
so folgt aus jener Gleichung (1): 
4. 


Werden daher die Puncte A und B als fest, und die Gröfsen « 
_ und ß als ihnen zugeordnete gegebene positive Coefficienten betrachtet, so 
ergeben sich aus der Gleichung (4) nachfolgende Sätze: 


a) Sind in einer Ebene zwei feste Puncte A und B nebst zuge- 
hörigen Coefficienten « und ß gegeben, und sind « und 5 die Abstände 
der beiden Puncte von einer heliebigen Geraden X, so ist die Summe 
(aa-+ßb) stets gleich dem Producte (a+Pß)m aus der Summe («+ ß) der 
Coefficienten in den Abstand »» eines dritten bestimmten Punctes M von 
jener Geraden X. Dieser dritte Punet M liegt in der Geraden, die A 
und 3 verbindet, und theilt sie in Abschnitte, die sich umgekehrt verhalten 
wie die ihren Endpuncten zugeordneten Coefhcienten (3). 


b) Soll die Summe («aa+ßb) einer Constanten K gleich sein, 
so dals: | | 
5 = =K, 
so ist auch das Perpendikel m constant, so dafs der Ort seines Fufspunets N 
eine Kreislinie ist, welche M zum Centrum und die Gerade X in allen 
ihren Lagen zur Tangente hat. i | 


c) Ist insbesondere K=0, also : 
6. 
so geht die Gerade X, weil m=0, in alleu ihren Lagen durch den 
Punct M. | 
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$. IH. 


„Sind in einer Ebene irgend n beliebige Puncte A, B, C, D,.... 
nebst zugehörigen (positiven) Coefficienten a, ß, .... gegeben, so 
gtebt es immer einen andern bestimmten Punct S von der Beschaffenheit, 
dafs wenn aus jenen Puneten sowohl als aus ihm Perpendikel a, b, c, d,.... s 
auf jede beliebige Gerade X gefällt werden, dann jedesmal folgende Glei- 
chung besteht: 


7. = (a 


Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich leicht durch wiederholte An- 
wendung des obigen Satzes ($. Il. «), nämlich wie folgt: 


Es seien zunächst nur drei Puncte A, B, CE gegeben. In der Gera- 
den AB conustruire man den Punct M, für welchen AM:BM =P:« ist, so 
kann in Rücksicht jeder Geraden X stets gesetzt werden: «a + Pa = (a+ß)m. 
Nun suche man in der Geraden MC den Punct N, für welchen MN:CN 
—y:(«+ß), so ist in Rücksicht jeder Geraden X: 


was unserm Satze gemäfs ist, indem der Punct N und das aus ihm auf 
die Gerade A gefällte Perpendikel n beziehlich die Stelle von S und s 
vertreten. 


und mithin 


Wäre nun noch ein vierter Punct D gegeben, so suche man in der 
Geraden ND den Punct P, für welchen NP:DP =d:(«-+ß-+Yy). Dann 
hat man für jede Gerade X: 


Bb+yc+dd = 


was wiederum dem Satze gemäfs ist, indem P und p die Stelle von S 
und s einnehmen. 


und folglich 


Es ist klar, dafs man ähnlicherweise zur Bestätigung des Satzes 
gelangt, wenn 5, 6, .... 2 Puncte gegeben sind, und dafs durch dieses 
Verfahren nicht nur die Existenz des eigenthümlichen Punctes S erwiesen, 
sondern derselbe auch zugleich gefunden wird. 
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$. IV. 


Vermöge der ehen bewiesenen Eigenschaft heifst der Punct S 
„Punct der mittlern Entfernung” in Rücksicht auf die gegebenen Puncte 
4A, B, C, .... und deren Coefficienten a, ß, Yy, .... Er ist, wie man sieht, 
identisch mit dem Mittelpuncte paralleler Kräfte, welche auf die gegebnen 
Puncte wirken und sich verhalten, wie deren respective Coefficienten ; oder 
identisch mit dem Schwerpuncte der gegebenen Puncte, wenn diese mit 
Gewichten belastet sind, die sich wie jene Coefficienten verhalten. Der 
Kürze wegen mag daher der Punct S künftig Schwerpunct genannt wer- 
den, ohne dafs dabei an die statische Eigenschaft gedacht werden soll. 

Dafs die Bedingungen des vorstehenden Satzes ($. III.) nur von 
einem einzigen Puncte S erfüllt werden können, geht aus dem Beweise 
selbst klar hervor, kann aber auch, wie folgt, indirecte bewiesen werden. 
Angenommen nämlich, es gäbe noch einen zweiten Punct S, von gleicher 
Beschaffenheit, so müfste in Rücksicht jeder Geraden X: 
und mithin s=s, sein. Daher müfste die Gerade SS, mit jeder beliebigen 
Geraden X parallel sein; eine offenbare Unmöglichkeit. Also: „Ein ge- 
gebenes System von Puncten A, B, C, .... und zugehörigen Coefficienten 
+... hat nur einen einzigen Punct der mittlern Entfernung, 
oder nur einen einzigen Schwerpunct 8.” 

Daher gelangt man durch die obige Construction ($. IIl.), man mag 
nun die gegebenen Puncie in dieser oder jener beliebigen Reihenfolge com- 
biniren, stets zu demselben Puncte S. Hieraus ergiebt sich unmittelbar 
eine Reihe von Sätzen über die geradlinigen Vielecke (welche durch die 
jedesmaligen gegebenen Puncte bestimmt werden). Diese Sätze sollen an 
einem andern Orte ausführlich entwickelt werden. 


$. V. 

Soll die Summe der Producte aus den Perpendikeln in die re- 
spectiven Coefficienten einen gegebenen oder constanten Werth K haben: 
soll also 

8. = a 
sein, so ist der Ort der Geraden X eine Kreislinie, die S zum Mittelpuncte 
hat. Der Radius s dieses Kreises ändert sich zugleich mit der Summe K, 
und wird im directen Verhältnifs mit ihr kleiner und gröfser. 


| = 
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Ist insbesondere K=0, also: 
9. = = 0, 
so ist auch s=0, d.h. die Gerade X geht stets durch den Schwerpunct S;; 
undumgekehrt, geht die Gerade X durch S, so ist jene Summe K stets = 0. 


Aus diesem besondern Falle ergeben sich weiter nachstehende Fol- 
gerungen. 


$s. VI. 


Zieht man aus dem Puncie S Strahlen .... nach den 
Puncten A, B, ©, ...., und bezeichnet die Winkel, welche diese Strahlen 
mit einer durch S gehenden Geraden X, nach einerlei Richtung genommen, 
bilden, mit a, b, 6 ...., so hat man: 

10. db=dbsud; c= etc. 
und werden diese Werithe der Perpendikel a, b, ec, ..... in die vorige Glei- 
chung (9.) gesetzt, so erhält man folgende neue Gleichung : 
11. aa,sina-+ ßb,sinb + ye, sinc#.... = 0, 
welche, in Worten ausgedrückt, heifst : 

„Der Schwerpunct S eines Systems von Puncten A, B,C,.... 
und zugehörigen Üoefficienten a, ß, Y, .... hat die Eigenschaft, dafs, 
wenn man die aus ihm nach jenen Puncten gezogenen Strahlen a,,b,, Cı»...- 
mit den Sinus der Winkel a, b, &, ...., die sie mit irgend einer durch S 
gehenden Geraden X bilden, und mit den zugehörigen Coefficienten 
mullipleirt, — dafs dann die Summe aller dieser Producte 
beständig ist.” 

Der Satz gilt auch, wenn statt der Sinus der Winkel a, b, «4, .... 
die Cosiuus derselben geuommen werden; was aus der Betrachtung zweier 
unter sich senkrechter Geraden X klar hervorgeht. Man hat also auch: 

12. PBb,cosb yYe,cosct.... = 0. 
Dieser Satz hat bekanntlich auch eine statische Bedeutung. Wenn in den 
Richtungen von a,, d,, «... Kräfte auf den Punct wirken, die deu 
Producten »... proportional sind, so herrscht Gleichgewicht. 


Zieht man ferner aus irgend einem Puncte P der durch S' geheu- 
den Geraden X Strahlen a, 5, c, .... nach den Puncten A, B,C,.... 
[die oben durch a, b, c, .... bezeichneten Perpendikel kommen hier nicht 
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in Betracht], so hat man, wenn PS=s gesetzt wird: 
13. 
ete. 

woraus durch Multiplication mit den respectiven Coefficienten a, 
und nachherige Addition entsteht: 

— 25 (00, cosa+ßb,cosb+ ....), 
und mithin zufolge der Gleichung (12.): 
oder in abkürzenden Zeichen geschrieben : 
16. Z(aa) = Z(aa) 

Das heifst : 

a. „Ist in einer Ebene eine beliebige Anzahl von Puncten A, B, 
C, .... und zugehörigen Coefficienten a, ß, ‘Y, »... gegeben, und man 
zieht aus einem andern beliebigen Puncte P (oder S) nach allen jenen 
Puncten Strahlen a, b, c, .... (oder a,, »...), multiplicirt die 
Quadrate dieser Strahlen mit den zugehörigen Coefficienten, so ist die 
Summe dieser Producte dann ein Minimum, wenn der gewählte Punct 
der Schwerpunct S der gegebenen Puncte ist. Ist der gewählte Punct 
aber irgend ein anderer P, so ist die ıhm entsprechende Summe Zua? 
um das (u +ß+Y ....)fache Quadrat seines Abstandes s vom Schwer- 
puncte S gröfser, als jenes Minimum 

b. „Soll die genannte Summe der Producte aa” constant, etwa 
=> sein, so dafs Zu +’ Zua=2, so ist der Ort des Puncts P eine 
Kreislinie, welche allemal S zum Mittelpuncte und s zum Radius hat.” 
Und umgekehrt: „Puncten, welche gleichweit vom Schwerpuncte S ab- 
stehen, entsprechen gleiche Summen.’ Und ferner: „die Summe 3 und 
der Radius s ändern sich gleichzeitig, und nehmen zugleich zu oder ab.” 

Hienach hat der Punct S die dritte wesentliche Eigenschaft: dafs 
er der Punct kleinster Quadrate der Entfernungen ist in Rücksicht der 
gegebenen Puncte und Coefficienten *). 


*) Aus der obigen Gleichung (16) — welche auf gleiche Weise statt findet, 
die gegebenen Puncte 4, B, C, .... mögen in einer Ebene oder im Raume beliebig 
liegen — folgen leicht noch” einige andere Relationen; wie z.B. die nachstehenden. 

Läfst man den willkürlichen Punct P mit einem der gegebenen rn Puncte A, 
B, C,...., z. B. mit _4 zusammenfallen, so ist a=0, b=4AB, c=AC, d=AD,. 
s=a, =4s, und die obige Gleichung (16) wird für diesen Fall: 
Crelle's Journal d. M. Bd, XXI. Hft. 1. 
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VIH. 
Zu der vorstehenden Reihe von Sätzen kann man auch durch eine 
andere elementare Entwicklung gelangen, welche sich auf einen eben so 


Für jeden der gegebenen n Puncte findet eine analoge Gleichung statt. Wird jede 
dieser Gleichungen mit dem dem jedesmaligen Puncte 4, B, C,..... zugehörigen Coef- 
ficienten «@, f, y,.... multiplicirt und werden sodann alle Gleichungen addirt, so kommt: 
I. Z[e?.(4B)?] = 

d.h.: „wird das Quadrat jeder der $r (n—1) Geraden, welche die gegebenen n Puncte 
paarweise verbinden, in die dem jedesmaligen Punctenpaare zugehörigen Coefficienten 
multiplicirt, so ist die Summe aller dieser Producte Z[«@ P(4B)?] gleich einem Pro- 
ducte, dessen einer Factor die Summe der Coefficienten &(«) und der andere die 
Summe der Producte F(«a,) aus den Quadraten der Abstände der gegebenen Puncte 
von ihrem Schwerpuncte S in die respectiven Coefficienten ist.” 

Wird die Gleichung (H.) mit der obigen (16) verbunden und die Gröfse PATE) 
fortgeschafft, so erhält man: 

II. = V(F(e). — Z[e 

Diese Gleichung, durch F(«) dividirt, giebt den Abstand s des willkürlichen 
Puncts P von dem Schwerpuncte 5; ein Ausdruck, welchen Lagrange zuerst aufge- 
stellt und auf eigenthümliche (doch nicht einfache) Art bewiesen hat (Mechan. analyt. 
1. I. sect. III. n°. 20... Denkt man sich nach den Richtungen der Strahlen a, b 
6, .... Kräfte @a, Äb, yc, .... wirkend, so giebt, wie leicht zu sehen, die vorstehende 
Gleichung (111.) die Gröfse der Resultante s. 2(«@), und zwar hat sie die Richtung des 
Strahles s, so dafs sie also jedesmal durch den Schwerpunct S geht. Demnach wird 
sowohl jener Abstand s als diese Resultante s&(«) gefunden, sobald die Abstände der 
n Puncte A, B, C, .... von einander und von dem Puncte ?, nebst den zugehörigen 
Coefficienten 7, .... gegeben sind. 

Für jeden der z Puncte 4, B, (C, .... findet eine Gleichung von der Form (1.) 
statt. Werden diese n Gleichungen addirt, so erhält man: 

IV. Z[(@+P)(AB)?] = n.F(aa?)+ (a?); 
d. h.: „wird das Quadrat des Abstandes je zweier der gegebenen rn Puncte A, B, 
C, .... mit der Summe der den beiden Puncten zugehörigen Coeflicienten multiplicirt, 
so ist die Summe der Producte, Z[(@+ f).(AB)?], gleich der nfachen Summe der 
Producte aus den Quadraten der Abstände (a,, b,, C,, -...) der gegebenen Puncte 
von ihrem Schwerpuncte S in die zugehörigen Coefficienten, rn &(« a7), mehr dem Pro- 
ducte aus der Summe der Coefficienten in die Summe der letztgenannten Quadrate 
(II.) und (IV.) die Gröfse eliminirt, giebt: 
V. = 2[(«+ 

woraus z. B. die Summe der Quadrate %(a)) der Abstände des Schwerpuncts S von 
den nPuncten 4, B, C, .... gefunden wird, wenn diese Puncte nebst den zugehöri- 
gen Coefficienten a, f, y, .... gegeben sind. 


Für den besondern Fall, wo die Coefficienten einander gleich, also e= P=y 
=....==1 gesetzt werden können, redueiren sich die Gleichungen (H., IV. und V.) 
auf folgende : VI. Z(4B)? = 


welche zeigt: „dafs die nfache Summe der Quadrate der Strahlen a,, b,, Cı, -..., 
die den Schwerpunet $ mit den gegebenen Puncten 4, B, €C,.... verbinden, gleich 
ıst der Summe der Quadrate der Abstände dieser letztern Puncte von einander.” — 
Dieser Satz, auf regelmälsige Vielecke angewendet, giebt unmittelbar einige bekannte 
Sätze. Analoge Sätze folgen aus ihm über regelmälsige Polyeder. 
Unter derselben Beschränkung redueirt sich die Gleichung (IH.) auf folgende: 
VD. (ns)? = n.:(a?)— 


— 

- 
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einfachen Fundamentalsatz gründet, als die vorige ($.L). Die Sätze gehen 
dann in umgekehrter Ordnung auseinander hervor, so dafs man zuerst auf 
die eben ausgesprochenen Resultate ($. VII.) geführt wird und sofort aus 
diesen die ihnen im Obigen vorangehenden Sätze ableiten kann. Für 
Freunde einfacher geometrischer Betrachtungen möchte eine kurze An- 
deutung dieser andern Entwicklungsart nicht uninteressant sein; deshalb 
Folgendes. 
$. RK. 

Fundamentalsatz. „Zieht man aus der Spitze P eines be- 
liebigen Dreieckes APB (Fig. 3.) nach irgend einem Puncte M der 
Grundlinie AB die Gerade PM —= m, bezeichnet die Abschnitte AM und 
BM der Grundlinie beziehlich durch b, und a, und die Schenkel AP 
und BP durch a und b, so ist immer : 

17. = 
Denn zufolge einer trigonometrischen Grundgleichung hat man, wenn 
® den Winkel AMP bezeichnet: 
m?-+-b? — a? m?-+- ai —b? 
woraus leicht jene Gleichung (17) folgt. Der Beweis kann übrigens auch 
geometrisch, durch den sogenannten verallgemeinerten pythagoräischen 


Lehrsatz, eben so einfach geführt werden. 


$. X. 
Setzt man 
19. = u:ß, 
wo a und £ beliebige gleichartige Gröfsen oder Zahlen sind, so lälst sich 
dadurch die obige Gleichung ($. IX. 17) in folgende verwandeln : 
woraus man unter andern nachstehende Sätze schliefst : 

a. „Sind in einer Ebene zwei feste Puncte A und B, nebst zu- 
gehörigen Coefficienten a, ß gegeben, und werden die Quadrate ihrer 
Abstände a, b von einem beliebigen Puncte P mit den respectiven Coef- 
fieienten multiplicirt: so ist die Summe der Producte u@+Pb’, stets um 
die Constante (a+ß)a,b, gröfser, als das Product («a+ß)m’, dessen 
einer Factor die Summe (aß) der Coefficienten und der andere das 
Quadrat des Abstandes m des Punctes P von einem dritten, festen Puncte 
M ist. Dieser dritte bestimmte Punct M liegt auf der Geraden, welche 

6* 
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A und B verbindet und theilt sie in Abschnitte, die sich umgekehrt ver- 
halten, wie die ihren Endpuncten zugehörigen Coefficienten.” (19.) 

b. Sind die Puncte A und B, nebst den Coefficienten « und ß 
gegeben, und soll die Summe aa’ constant, etwa = K sein: so ist 
auch m constant und mithin der Ort des Puncts P eine Kreislinie, deren 
Mittelpunct M ist. Umgekehrt entsprechen Puncten P, die gleichweit von 
M abstehen, gleiche Summen aa +ßb’. Auch nehmen diese Summe und 
der Radius m des Kreises gleichzeitig zu und ab, so dafs also 

e. Die Summe aa’ ein Minimum, = aa: +Pßb? wird, wenn 
m=0 ist, d. h. wenn der Punct P auf den festen Punct M fällt. 


$. XI. 
a. „Sind in einer Ebene irgend eine Anzahl beliebiger Puncte 
4, B, C, ...., nebst zugehörigen Coefficienten a, ß, gegeben, so 
giebt es einen andern bestimmten Punct 8, von der Beschaffenheit, dafs, 


wenn man aus jedem beliebigen Puncte P Strahlen a, b, c,.....s nach 
allen Puncten zieht, immer : 


ist, wo K eine constante, aber von den gegebenen Elementen abhängige 
Gröfse bezeichnet.” 

Der Beweis dieses Satzes ist dem des entsprechenden Satzes in 
($. II.) analog. Er beruht nämlich blofs auf wiederholter Anwendung 
des vorigen Satzes ($.X.). Denn, seien zunächst nur drei Puncte A, B,C 

gegeben, so hat man in Rücksicht der Puncte A und B: 

= = (a+P)m’+ («+ß)AM.BM, 
und ferner in Rücksicht der Puncte M und CE, denen die Coefficienten 
(«-+P) und y zugehören : 

= 
woraus durch Verbindung beider Gleichungen folgt: 

= (a+ß+Y) +(a+ß+y) MN.CN+(a+ß)AM.BM; 
was dem Satze gemäls ist, da die zwei letzten Glieder rechts constant sind. 
Der Punct N nämlich liegt auf der Geraden MC und theilt sie in Ab- 
schnitte MN und CN, die sich verhalten wie y zu (u-+-P), gerade eben so 
wie in ($.1Il.); r ist der Strahl, der N mitdem beliebigen Puncte P verbindet. 


Gleicherweise gelangt man zum Beweise des Satzes für vier, 
fünf, .... nr Puncte. 
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Aus dem vorstehenden Satze ergeben sich ferner folgende Sätze: 

db. „Soll die Summe der Producte, constant, 
etwa =2 sein, so dafs 

22. aa = 

so ist der Ort des Punctes P eine Kreislinie, welche stets den festen 
Punct S zum Mittelpuncte und s zum Radius hat. Die Summe 3 und 
der Radius s des Kreises nehmen gleichzeitig zu, oder ab.” Daher 
folgt weiter. | 

c. „Die Summe Z wird ein Minimum, wenn s—=0, d. h. wenn 
P auf den bestimmten Punct S fällt. Also entspricht unter allen Puncten 
der Ebene dem Puncte S die kleinste Summe, und zwar ist in diesem Falle: 

23. Z=aa+ß —=K, 

wo G,, dis Cı5 +... die Strahlen sind, welche S mit den gegebenen Puncten 
4, B,C,.... verbinden ($. VI.), und wodurch die Constante K auf 
eine zweite Art bestimmt wird.” 


$. XU. 


Wie man sieht sind wir auf diesem zweiten Wege zu denselben 
Sätzen gelangt, welche sich in ($. VII.) befinden. Die diesen letztern 
vorangehenden Sätze kann man nun, wie schon ($. VII.) erwähnt worden, 
umgekehrt aus den vorstehenden leicht erhalten. 

Ferner lassen sich aus der gegenwärtigen Betrachtung unmittelbar 
eine grofse Reihe von Sätzen über die geradlinigen Vielecke und den 
Kreis entwickeln, welche von den früher erwähnten ($. IV.) verschieden 
sind, ihnen jedoch zum Theil, als in gewissem Sinne entsprechend, an die 
Seite gesetzt werden können. Diese Sätze sind wegen ihrer Einfachheit 
und ihres innigen Zusammenhangs unter sich besonders geeignet, beim 
Unterrichte das Interesse der Schüler zu erwecken und dieselben zur 
Selbstthätigkeit anzuregen; wovon mich frühere Erfahrungen überzeugt 
haben. Ich werde dieselben an geeignetem Orte abhandeln; hier liegen 
sie aufser unserm eigentlichen Zwecke. Aber auch ein grofser Theil der 
in dieser Abhandlung enthaltenen Sätze lassen sich ohne Schwierigkeit 
dem Schulpensum einverleiben, und zwar um so leichter, wenn sie mit den 
bier übergangenen Sätzen, so wie mit denjenigen, welche, bei den nach- 
folgeuden Betrachtungen als von unserm nächsten Zwecke abliegend, un- 
berücksichtigt bleiben müssen, im Zusammenhauge vorgetragen werden. 
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$. 


In Bezug auf die obigen Sätze ($. XI. oder VII.) kann noch Fol- 
gendes bemerkt werden. 


Sind die Summen der Producte aa +B#’-+yc’-+.... für zwei ge- 
gebene Puncte P und P, bekannt: sind sie z. B. & und 3,, so hat man 
vermöge ($. XI. 22.): 


oder 
2 2—2, 

wo s und s, die Strahlen sind, welche die gegebenen Puncte P und P, 
mit dem Schwerpuncte S verbinden. Diese Strahlen s und s, werden 
durch die Gleichung (24) nicht bestimmt. Sieht man sie aber als verän- 
derlich an, als Strahlen, welche die Puncte P und P, mit irgend einem 
Puncte S, verbinden, so ist, da der Ausdruck rechts (24) constant oder 
gegeben ist, der Ort des Punctes S, eine leicht zu construirende Gerade, 
welche auf der Geraden PP, senkrecht steht und durch den Schwerpunct 
S geht. Kennt man daher noch von einem dritten gegebnen Puncte P, 
(welcher jedoch nicht in der geraden PP, liegen darf) die ihm entspre- 
chende Summe &,, so ist der Schwerpunct S bestimmt und leicht zu finden. 
Nämlich er mufs dann in noch zwei Geraden liegen, welche mittelst der 
Gleichungen 


2 2—2, 


— 


gefunden werden. Der gemeinsame Durchschnitt dieser beiden Geraden 
mit der ersten (24) ist der verlangte Schwerpunct 8. 


Ferner mag noch erwähnt werden, dafs wenn statt der Coefficien- 
ten &,ß,Y, »..., welche einem gegebenen Systeme von Puncten A,B, C,.... 
angehören, andere genommen werden, &,, ßı» Yıs «++ +, die sich unter 
einander so verhalten, wie jene ersten: dals dann der Schwerpunct S 
des Systems für beide Fälle derselbe ist. Denn alsdann lassen sich die 
neuen Coefficienten &, , immer durch za, zß, aus- 
drücken, wo x irgend eine bestimmte Zahlenugröfse bezeichnet. 


au 
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Von den Fufspuncten-Vielecken und Fufspuneten - Curven. 


A. Von den Fufspuncten-Vielecken. 


$. XIV. 


Erklärung. Fället man auf alle Seiten eines gegebenen Viel- 
ecks ®, aus einem in seiner Ebene liegenden Puncte P Perpendikel und 
verbindet deren Fufspuncte der Reihe nach paarweise durch Gerade, so ent- 
steht ein neues Vieleck V, welches dem gegebenen eingeschrieben und mit 
demselben von gleicher Gattung ist. Dieses neue Vieleck V soll fortan 


„Fufspuncten- Vieleck des Punctes P in Bezug auf dus gegebene Viel- 
eck ®” heifsen. 


Jedem Puncte P in der Ebene des gegebenen Vielecks ® entspricht 
also ein bestimmtes Fufspuncten-Vieleck V, selbst in dem Falle, wo der 
Punct P mit einer Ecke des gegekenen Vielecks B zusammen, oder in 
eine Seite desselben fällt. Dabei kann unter besondern Umständen das 
Fufspuncten-Vieleck in gewisse Grenzfälle übergehn. 


XV. 

„In der Ebene eines gegebenen WVieleckes ® ist der Ort aller 
Puncte P, deren Fufspuncten- Vielecke V in Bezug auf ® einen glei- 
chen gegebenen Inhalt haben sollen, eine bestimmte Kreislinie, deren 
Radius mit diesem Inhalte sich gleichzeitig ändert, deren Mittelpunct 
aber stets einer und derselbe feste Punct S ist. Dieser Punct S ist 
nämlich der Schwerpunct der Ecken des gegebenen Vieleckes B, inso- 
fern jeder derselben der Sinus des doppelten Nebenwinkels won dem an 
ihr liegenden Winkel des gegebenen Vielecks ® als Covefficient zuge- 
ordnet wird.” 

Es sei etwa ABCD (Fig. 4.) das gegebene Vieleck ®, und aus 
einem beliebigen Punete P seien auf die Seiten desselben die Perpendikel 
PA, PB, PC, PD, gefällt, so it A,B,C,D, das dem Puncte P 
entsprechende veränderliche Fufspuncten - Vieleck V. Bezeichnen wir fer- 
ner durch a, 5b, c, d die veränderlichen Strahlen PA, PB, PC, PD, welche 
von dem Puncte P nach den Ecken des gegebenen Vielecks V gehen, 
und durch A, B, ©, D die Nebenwinkel der diesen Ecken anliegenden 
Winkel DAB, ABC, BCD, CDA: so hat man vermöge der constanten 
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(und theils rechten) Winkel der Vierecke AD,PA,, BA,PB,, .... etc., 
zwischen dem Inhalte dieser Vierecke und dem der entsprechenden Drei- 
ecke D,PA,, A,PB,, .... etc. folgende Gleichungen : 
2.DPA,—ADPA = 1«sin?2A, 
2.APB,—BAPB, = 4b'sin?2B, 
2.BPC—CBPC, = ic sin?C, 
\2.CPD,—DCPD, = 4dsin2D. 

Nun machen aber die in diesen Gleichungen enthaltenen Dreiecke 
zusammen das Vieleck A,B,C,D,, und die vorkommenden Vierecke zu- 
sammen das Vieleck ABCD aus; also folgt durch Addition derselben : 
26. 24,B,C,D,— ABCD = sin24+ sin?B-+ @sin2C+ d’sin2D). 

Es ist klar, dafs man allemal eine ähnliche Gleichung erhält, so 
viele Seiten auch immer das gegebene Vieleck ® haben mag. Daher ist 
allgemein, wenn ® den Inhalt des gegebenen und V den Inhalt des Fufs- 
puncten- Vieleckes bezeichnet, 

27. 42 V—B) CH... (asin?A). 

Durch diese Gleichung wird die Richtigkeit des Satzes vollständig 
dargethan. Denn soll der Punct P so gewählt sein, dafs der Inhalt V 
seines Fufspunet- Vieleckes eine gegebene constante Gröfse sei, so ist auch 
die Differenz (2 VY—®) constant; und dann stimmt die Gleichung (27) ganz 
mit der frühern in ('$. XI. 22) oder ($. VII. 16) überein, indem die be- 
kannten Gröfsen sin? A, sin?2B, .... etc. die Stelle der frühern Coefficien- 
ten a, ß, .... etc. vertreten. Deshalb mufs auch im gegenwärtigen Falle 
der Ort des Punctes P eine Kreislinie sein, welche den im Satze beschrie- 
benen Schwerpunct S zum Mittelpuncte hat. 


$. XVI 


Um den aufgestellien Satz ausführlicher zu erörtern, werde die 
leizte Gleichung (27) nach dem Muster der Gleichung (16) in ($. VII.) 
umgewandelt, so erhält man: 

28. 42 = @ sin?4+ 2 sin?2B+ c!sn?C+.... 

+s°(sn? A +sin?B+sin?2C+....) 
= sn?A4)+ (sin? A), 

wo nämlich a,, d,, €, »... und s die Strahlen sind, welche den beschrie- 
benen Schwerpunct S mit den Ecken A, B, C, .... und mit dem belie- 
bigen Puncte P verbinden. 


} 
24 
. 
2 
Nie 


3. Steiner, von dem Krümmungs- Schwerpuncte ebener Curven. 49 


Bezeichnet man also mit.» den Inhalt desjenigen Fufspuncten - Viel- 
ecks, welches dem Schwerpuncte S selbst entspricht, so ist für diesen Fall 
und mithin : 

= sin 2A). 
Zieht man diese PAST von der vorhergehenden (28) ab, so erhält man 
30. 3 (sin2.A). | 
Hieraus sieht man: „dafs die Inhalts- Zunahme des Fufspuncten- Viel- 
eckes V mit dem Quadrate des Abstandes s des zugehörigen Punctes P 
vom Schwerpuncte S in gleichem Verhältnisse wächst oder schwindet.’ 
Ferner folgt daraus: 

» Dafs im Allgemeinen unter allen Fufspuncten - Vielecken das- 
jenige v, welches dem Schwerpuncte S entspricht, entweder ein Mini- 
mum oder ein Maximum des Inhalts hat, je nachdem beziehlich die con- 
stante Gröfse Z(sin2.A) positiv oder negativ ist.” 

Ob aber diese Gröfse &(sin?.A) positiv oder negativ sei, hängt 
von folgenden Umständen ab. Nämlich: 1) sind die Winkel A, B, C, .... 
alle spitz, so ist die Gröfse offenbar positiv, und dann findet also für das 
Fufspuncten- Vieleck von $ ein Minimum des Inhalts Stat. 2) Sind da- 
gegen unter den Winkeln A, B, C, .... einige stumpf, so kann möglicher 
Weise Z(sin2A) negativ, also der Inhalt des Fufspuncten- Vielecks von S 
ein Maximum werden. Dieser Fall kann besonders eintreten, wenn das 
gegebene Vieleck ® ein nicht convexes ist; er kann aber auch bei con- 
vexen Vielecken Statt finden, und tritt insbesondere beim Dreieck immer 
ein, (denn wenn das gegebene Vieleck ® ein Dreieck ist, so sind minde- 
stens zwei von den drei Winkeln A, B, © stumpf, und man überzeugt 
sich leicht, dafs dabei immer 3 (sin2A) negativ ausfällt). 

Ist insbesondere 3 (sin2.A) = 0, so findet weder ein Minimum noch 
ein Maximum Statt, sondern in diesem Falle ist der Inbalt des Fufspuncten- 
Vielecks V für alle Puucte P constant. 


Für spätere Untersuchungen ist es zweckmäfsig die Bedeutung des 
Ausdruckes: 

31. 48°23(sin24) = sn?C+ ...., 
welcher die vierfache Differenz. zwischen den Inhalten der Fufspuncten- 
Vielecke eines beliebigen Puncts P und des Puncis S repräsentirt (30) 
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näher anzugeben. Wir beschränken uns hiebei auf den bestimmten Fall, 
wo das gegebene Vieleck ® convex ist, und wo überdies die Nebenwinkel 
4A,B,C,.... seiner sämmtlichen Winkel spitz, also &(sin2.A) positiv ist. 
In diesem Falle ist bekanntlich die Summe der Nebenwiukel A, B, 6, u... 
gleich 27, und daher: | 
32. 
Wird bemerkt, dafs 4+s’sin?2A der Flächen-Inhalt eines gleichschenkligen 
Dreieckes ist, dessen Schenkel =s und dessen Winkel an der Spitze 
= 7A ist, so folgt, dafs die Gröfse }s5°&(sin?2A) in (31) als die Inhalts- 
summe von n gleichschenkligen Dreiecken anzusehen ist, deren Schenkel 
alle = s und deren Winkel an der Spitze beziehlich 2A, 2B, 20, .... sind. 
Man denke sich ein Vieleck U von der Beschaffenheit, dafs es, einem 
Kreise vom Radius s eingeschrieben, in demselben zwei Umläufe macht *), 
und dafs die über seinen Seiten A, B, €, .... stehenden Centriwinkel 
jenen Winkelu 2A, 2B, 2C, .... beziehlich gleich (und zusammen = 47) 
sind: so ist der Inhalt dieses Vielecks offenbar die Summe der genannten 
Dreiecke; denn jenes wird durch die nach seinen Ecken gehenden Radien 
in der That in diese zerlegt. Also ist: 
33. 18°. 


4V—v) = U, oder 
34. 
Somit hat man für den gegenwärtigen Fall folgenden Satz : 

„Ist in Rücksicht eines gegebenen WVielecks ® der Inhalt des 
dem Schwerpuncte S entsprechenden Fufspuncten- Vieleckes v bekannt, 
so kann der Inhalt jedes Kufspuncten-Vielecks V, welches einem belie- 
bigen, von S um die Entfernung s abstehenden Puncte P entspricht, 
dadurch gefunden werden, da/s man zu jenem Inhalte v den vierten 
Theil des Inhalts eines andern bestimmten Vielecks U addirt. Dieses 
andere Vieleck U ist einem Kreise vom Radius s eingeschrieben, macht 
in demselben zwei Umläufe, und über seinen Seiten stehen Centriwinkel, 


die den doppelten Nebenwinkein der Winkel des gegebenen Vielecks ® 
gleich sind.’ 


und daher (30): 


*) Leser, welche mit solchen Vielecken nicht vertraut sind, können sich einen 
Begriff davon machen, wenn sie z. B. in einem beliebigen Fünfecke im Kreise. die 
fünf Diagonalen in einem Zuge ziehn; denn diese sind sofort die Seiten eines Fünf- 
ecks von zwei Umläufen. 
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$. XVII. 


Anmerkung. Auch bier müssen zahlreiche specielle Sätze über- 
gangen werden, welche sich unmittelbar aus dem Vorstehenden ableiten 
liefsen. Nur folgende im Eingange erwähnten Sätze von Querret, Sturm 
und Lhuilier über das beliebige Dreieck und das regelmäfsige Vieleck 
(n in. mögen hier Platz finden. 

' Bei einem beliebigen Dreieck ®(ABC) kann leicht direete nach- 
Ber werden, dafs der Mittelpunct des ihm umschriebenen Kreises 
zugleich der Schwerpunct S' der Ecken ist, wenn diesen die Sinus der 
doppelten Nebenwinkel als Coefficienten zugeordnet sind. Dasselbe kann 
aber auch aus dem obigen Satze ($. XVII.) geschlossen werden. Denn 
fällt der Puncet P mit einer der Ecken des Dreiecks zusammen, so wird 
der Inhalt des Fufspuncten-Dreiecks jedesmal =0; daher liegen die drei 
Ecken in einem Ortskreise, dessen Mittelpunct der genannte Schwerpunect S 
sein mufs. Ferner schliefst man hieraus den bekaunten Satz: „dafs wenn 
aus irgend einem Puncie des dem Dreiecke umschriebenen Kreises Per- 
pendikel auf die drei Seiten des Dreiecks gefällt werden, dann die Fufs- 
puncie dieser Perpendikel allemal in einer Geraden liegen. Es mufs näm- 
lich wieder der Inhalt des Fufspuncten- Dreiecks — 0 sein. 

2. Der citirte Satz über jedes regelmäfsige Vieleck ® folgt gleich- 
falls sehr leicht. Nämlich einmal daraus, dafs alle Winkel des Vielecks 
und also auch alle Coefficienten sin? A, sin2B, sin?C etc. unter sich 
gleich sind, mithin der Mittelpunct des Vielecks zugleich der ihm zuge- 
hörige Schwerpunct S sein mufs. Zweitens daraus, dafs allen Ecken des 
Vielecks ®, wenn der Punct P der Reihe nach in sie verlegt wird, Fufs- 
puncten Vielecke V von gleichem Inhalte, und zwar congruente, entspre- 
chen, so dafs also der durch die Ecken gehende Kreis ein Oriskreis (für P) 
ist, und als solcher den Schwerpunct S zum Mittelpuncte haben mufs. 
Eben so würden den Mitten der Seiten des gegebenen Vieleckes ® con- 
gruente Fiufspuncten-Vielecke V entsprechen; was zu ähnlichen Schlüssen 
berechtigte. 


$. XIX. 


Kennt man in Bezug auf ein gegebenes Vieleck ® die Inhalte der 
Fufspuncten - Vielecke V, V,, irgend dreier gegebener Puncte P, P,, 
und bezeichnet man durch s, s,, s, die Abstände dieser Puncte vom Schwer- 
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puncte S, so hat man folgende Gleichungen ($. XVII. und XI): 

V—V, = 4" — S)Z(sin2A), 

35. V—P, = 4° — (sin2A), 

Sieht man s, s,, s, als veränderlich an, dagegen V, V,, V, und 5 (ein? A) 
als constant oder die Puncte P, P,, P, als fest, so werden durch diese 
Gleichungen. drei Gerade X,, X,, X bestimmt, welche auf den Seiten des 
Dreieckes PP,P, senkrecht stehen und sich im Schwerpuncte S' gegen- 
seitig schneiden ($. XIH.).- Durch je zwei derselben wird lag; im Allge- 
meinen, der Schwerpunct S' gefunden. 


B. Von den Fufspuncten-Curven. 


$. XX. 


Das der vorigen, Betrachtung zu Grunde liegende Vieleck ® kann 
man in der Vorstellung sich so verändern lassen, dafs es immer mehr sich 
irgend einer Curve nähert und endlich in diese übergeht. Läfst man näm- 
lich die Seitenzahl des Vieleckes immer mehr zunehmen, jede einzelne 
Seite aber zugleich schwinden, so nähert sich das Vieleck, wenn die Sei- 
ienzahl sehr grofs und jede Seite sehr klein geworden ist, offenbar irgend 
einer Curve; und wird die Seitenzahl unendlich grofs und jede Seite un- 
endlich klein (wie man zu sagen pflegt), so kann schlechthin das Vieleck 
als eine Curve angesehen werden. Eben so kann man umgekehrt jede ge- 
gebene Curve ® als ein Vieleck von unendlich vielen Seiten betrachten, 
die alle unendlich klein sind. Dabei ist klar: dafs die verlängerten Seiten 
des Vielecks in die Tangenten der Curve übergehen, uud dafs die oben 
betrachteten Nebenwinkel A, B, €, .... bei der Curve unendlich klein 
werden, indem sie nämlich hier die äufsern Winkel sind, unter welchen 
sich die zunächst auf einander folgenden Tangenten der Curve gegenseitig 
schneiden, oder, wenn man sich kurz fassen will, als die Winkel angesehen 
werden können, welche die einzelnen Tangenten in ihren Berührungspuncten 
mit der Curve selbst bilden. Ferner ist klar, dafs beim Uebergang des 
Vielecks B in eine Curve, auch das irgend einem Puncte P zugehörige 
Fufspuneien-Vieleck V in eine Curve übergeht, welche daher gleicher- 
weise: „Fufspuncten-Curve des Punetes P in Bezug auf die gegebene 
Curve DB” heiflsen soll. Sie ist nämlich der Ort der Kufspuucte aller aus 


a 
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dem Puncte P auf die Tangenten der Curve ® gefällten Perpendikel. 
Dafs diese Fufspuncte in der That eine continuirliche Curve bilden, erhellet 
auch unmittelbar aus der Anschauung. Denn wenn ein rechter Winkel 
sich so bewegt, dafs, während der eine Schenkel als Tangente an der 
Curve ® fortschreitet, der andere beständig durch den festen Punct P 
geht, so beschreibt sein Scheitel eine Curve: die genannte Fufspuncten- 
Curve 

Da auf diese Weise die Vielecke ® und V in die Curven ® und V 
übergehen, so müssen nothwendig die oben über jene aufgestellten Sätze 
auch für diese ihre Gültigkeit behalten. Daher kaun z. B. unmittelbar ge- 
schlossen werden : a) dafs es für jede geschlossene und convexe Curve B 
einen Punct S geben mufs, dessen Fufspuncten-Curve v® in Bezug auf 
jene unter allen den kleinsten Inhalt hat, und dafs allen um einen gleichen 
Abstand s von S’ entfernten Puncten P Fufspuneten-Curven V von glei- 
chem Inhalt entsprechen, und auch umgekehrt; 5) dafs unter den genann- 
ten Gröfsen (®, v, s, V etc.) auch die obigen Gleichungen ($. XVI. und 
XVII.) bestehen; c) dafs ferner, wenn die gegebene Curve ® einen Mittel- 
punct besitzt, derselbe auch zugleich jener eigenthümliche Punct S sein 
mufs ($. XVII. 2.) u. s. w. | 

Aus diesen angedeuteten Sätzen liefsen sich nun z. B. in Bezug 
auf den Kreis und die Ellipse unmittelbar eine Reihe von Sätzen ableiten. 
Denn da man in Bezug auf den Kreis die Fufspuncten-Curve © seines 
Mittelpuncts S, und bei der Ellipse die Fufspuncten-Curve V ihres Brenn- 
punctes P, so wie dessen Abstand s vom Mittelpunct S kennt, so kann 
für beide leicht der Inhalt der Fufspuncten-Curve jedes beliebigen Punc- 
tes P gefunden werden. Auf diese Sätze werden wir später zurückkom- 
men. Zunächst aber ist die Eigenschaft des Punctes S bei allgemeinen 
Curven bestimmter anzugeben und dessen Beziehung zu der Curve selbst 
genauer zu erforschen. 


$. XXI. 


Da die Bestimmung des Punctes S beim Vielecke B von den Sinus 
der doppelten Nebenwinkel 2A, 2B, 20, .... abhängt, diese Winkel 
aber bei der Curve ® unendlich klein, ihre Sinus mithin unbrauchbar wer- 
den, so kommt es darauf an, zu erforschen, welche andere bestimmte 
Gröfsen an die Stelle dieser Sinus treten können. 
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Zu diesem Zwecke nehmen wir das ursprüngliche Vieleck ® gleich- 
seilig an; was unbeschadet der Allgemeinheit der daraus zu folgernden 
Resultate geschehen darf. Es sei also z. B. ZABCD .... (Fig. 5.) ein 
Theil eines beliebigen gleichseitigen, convexen Vielecks ®. Aus den Mit- 
ten A,, B,, ©,, D,, .... der Seiten errichte man auf diese die Perpen- 
dikel A,R, B,RS, C, ST, ...., nelıme jedes davon bis zu dem Puncte R, 
S, T, ...., wo es von dem nachfolgenden geschnitten wird, und setze die 
Abschnitte AR= «u, BS=ß, T=y, ....; ferner ziehe man die 
Strahlen AR=«a, BS=P, CT=y .... und hezeichne durch A die halbe 
Seite des Vielecks, so dafs A= AAA = AB,=BC, = ...., so hat män 
z. B., vermöge des Viereckes AA,RB,, in welchem RA, = RB; = o, und 
die Winkel bei A, und B, rechte sind, folgende Gleichung :' | | 


Eben so ist 


und daher ist z. 


sin (2C) a \a? y y | 
Es kommt nun darauf an, den Werth dieses Verhältnisses (37) für 
den Fall zu bestimmen, wo das Vieleck ® in eine Curve übergegangen 
ist. Da, um zu diesem Falle zu gelangen, die halbe Seite % immer klei- 
ner und zuletzt unendlich klein werden mufs, so nähern sich «, und «, 
y, und y immer mehr der Gleichheit, bis zuletzt schlechterdings «, = « und 


yı=Yy zu setzen ist. Dann wird aber zugleich :a’=1, Y:y’=1 und, 


weil A gegen und y unendlich klein ist, 4a, :@’ = 0 und Ay: 
Demnach hat man als Grenzwerih des Verhältnisses (37), oder für die 
Curve 


38. sin(24):sin2O) = 


In diesem Falle aber sind die Strahlen @, ß, ‘, .... die Krümmungs- 
radien der Curve ® in den Puncten A, B, C, ....; was aus der Con- 
struction erhellet. Denn es ist z. B. R der Mittelpunct und « der Radius 
eines Kreises, der durch drei auf einander folgende Ecken Z, A, B des 
Vielecks ® geht, und welcher beim Uebergang des Vielecks in die Curve 
zum Krümmungskreise Jieser letztern im Puncte A wird. Somit sind wir 
zu folgendem Resuliate gelangt (38): 
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„Die Sinus der doppelten Winkel 24, 2B, 20, ...., welche die 
Tangenten einer Curve ® in ihren Berührungspuncten mit der Curve 
selbst bilden (oder unter welchen sich die auf einander folgenden Tan- 
genten schneiden), verhalten sich umgekehrt wie die Krümmungsradien 
a, ß, Y% »..., oder direct wie die gen der Curve in den be- 
treffenden 

Dieses Resultat kann auch aus folgender Betrachtung abgeleitet wer- 
den. Da der durch A bezeichnete Winkel (Nebenwinkel von ZAB) dem 
Winkel A,RB, gleich und dieser durch den Strahl RA = «a gehälftet ist, 
so hat man 

snA = = 
und eben so 
sinB = = etc. 
Daher ist z. B. 


sin C 


und für den Fall, wo das Vieleck in eine Curve übergeht, also a, = « 
und y,=Yy wird, erhält man: 


39. = 


Hiemit sind wir zu dem zweiten Resultate gelangt: „dafs auch die Sinus 
der einfachen Winkel, welche die Tangenten in ihren Berührungspuncten 
mit der Curve ® bilden, sich verhalten, wie die diesen Puncten zugehö- 
rigen Krümmungen der Curve.” 

Dieses Resultat steht mit dem vorigen (39) nicht im Widerspruche ; 
vielmehr wird das eine durch das andere bestätigt. Denn weil 

sin(2A):sin(2C) = sin Acos A: sin C cos C; 

für sehr kleine oder unendlich kleine Winkel A und EC aber schlechthin 
gesetzt werden darf: 


cos 4:cosC = 1, 
so ist (für die Curve B): 
40. sin(2A):sin(2C) = sin A:sinC; 
woraus das Gesagte folgt. Endlich mag noch, behufs späterer Betrach- 
tungen, bemerkt werden, dafs sehr kleine Winkel (in Bogen oder Zahlen - 
ausgedrückt) sich verhalten, wie ihre Sinus; so dafs also: 
41. send: AC= 


| 
| 
- 


56 3. Steiner, von dem Krümmungs -Schwerpunete ebener. Curven.. 


wornach drittens: „auch die Winkel, welche die Tangenten an die Curve ® 
mit ihr bilden, sich wie die den Berührungspuncten zugehörigen Krüm- 
mungen der Curve verhalten.” 


XXI. 


Durch das obige Resultat sind wir nunmehr in Stand gesetzt, bei 
jeder Curve ® den Punct $ vermittelst gewisser anschaulicher und end- 
licher Gröfsen zu bestimmen. Nämlich es können zur Bestimmung von S 


statt der unendlich kleinen Coefficienten sin24A, sin2B, sin 20, .... die 
ihnen proportionalen umgekehrten Werthe —, .... der respectiven 
Krümmungshalbmesser &, ß, Y; »».. der Curve ® genommen werden 
($. XV.). Hienach steht der bestimmte Punct S in folgender Beziehung 
zu der Curve ®. „Er ist ihr Schwerpunct, wenn sie in unendlich kleine 
gleiche Elemente getheilt und in den Theilungspuncten mit Gewichten be- 
lastet gedacht wird, welche sich verkehrt verhalten, wie die zugehörigen 
Krümmungshalbmesser, oder direct wie die zugehörigen Krümmungen.” 
Aus diesem Grunde soll der Punct S künftig „Krümmungs - Schwerpunct” 


der Curve ® genannt werden. 


Es wird hiemit wiederum augenscheinlich ($. XX.), dafs, wenn die 
Curve ® einen Mittelpunct hat, dann ihr Krümmungs - Schwerpunct mit 
diesem zusammenfallen mufs. 


$. XXI. 


Dafs die früher über das Vieleck ® aufgestellten Gleichungen und 
Sätze auch für den Grenzfall, wo dasselbe in eine Curve ® übergeht, 
noch gültig sein müssen, ist einleuchtend und früher schon erwähnt wor- 
den ($. XX.). Daher hat man auch für die Curve, in den nämlichen Zei- 
chen und im nämlichen Sinne verstanden, unmittelbar folgende Gleichun- 
gen (27., 28. und 34.): 


42. 40 V— 2) = 3(a sin? 4), 

43. 42 V— 2) = Z(aisin?24) + 8°. (sin? A), 

44. 4(V—v) = 48°2&(sin? 4) = T. | 
Diese Gleichungen, in Worten ausgesprochen, enthalten zunächst folgende 
Sätze: | 


> 
| 
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a) Soll in Rücksicht einer gegebenen geschlossenen und überall 
convexen Curve ®B der Inhalt der irgend einem veränderlichen Puncie P 
entsprechenden Fu/spuncten-Curve V constant bleiben, so ist der Ort 
des Punctes P eine bestimmte Kreislinie, deren Radius s mit jenem In- 
halte V zugleich gröfser oder kleiner wird, deren Mittelpunct aber immer 
ein- und derselbe feste Punct, nämlich der Krümmungs - Schwerpunct S 
der gegebenen Curve ® ist!” Und umgekehrt: „Beschreibt man aus dem 
Krümmungs- Schwerpuncte S der gegebenen Curve ® irgend einen Kreis, 
so entsprechen allen auf dieser Kreislinie liegenden Puncten P_ Fu/s- 
puncten-Curven V von gleichem Inhalte 

b) „Unter allen Fufspuncten- Curven V einer gegebenen geschlos- 
senen und überall convexen Curve ® hat diejenige den kleinsten Inhalt v, 
welche dem Krümmungs- Schwerpuncte S der Curve ® entspricht.” 


Um die Inhalts- Zunahme genauer angeben zu können, welche die 
einem Puncte P entsprechende Fufspuncten-Curve V erfährt, wenn er sich 
vom Krümmungs- Schwerpuncte S entfernt, mufs die Grölse (sin? A) 
oder das Vieleck U näher bestimmt werden. Da dieses Vieleck U nach dem 
Frühern ($. XVII.) einem Kreise eingeschrieben ist, der s zum Radius hat, 
da es in demselben zwei Umläufe macht, und da die Centriwinkel 24, 
2B, 20, ...., welche seinen Seiten A, B, 6, .... gegenüberstehen, in 
dem gegenwärtigen Falle (für die Curve ®) alle unendlich klein sind: 
so folgt, dafs in diesem Falle auch die Seiten A, ®, 6, .... alle unend- 
lich klein sind, und dafs daher der Umfang des Vielecks mit demjenigen 
des Kreises zusammenfällt, aber diesen zweimal umfafst. Somit besteht 
auch der Inhalt des Vielecks U aus der zweifachen Kreisfläche, oder es ist: 

4. 1}8s2(sn?24) = ?7s® und Z(sin2A4) = 4r, 
und daher hat man statt der Gleichungen (44 und 45) folgende: 
4. = sin?2A4) +4rs’, 
497. V=v+Yrs. 
Aus dieser letzten Gleichung (47) schliefst man folgende Sätze : 


c) „In Rücksicht der gegebenen geschlossenen und convexen Curve® 
ist der Inhalt V der Fufspuncten-Curve eines beliebigen Puncts P im- 
mer so grofs, als der Inhalt v der dem Krümmungs- Schwerpuncte S 
entsprechenden Fufspuncten- Curve, mehr die halbe Kreisfläche, welche den 
Abstand PS=s beider Puncte P und S von einander zum Radius hat” 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 1. | 8 
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Kennt man also in Bezug auf die gegebene Curve ® den Inhalt v der 
Fufspuncten-Curve, welche dem Krümmungs- Schwerpuncte entspricht, 
so kann sogleich der Inhalt V der Fufspuncten- Curve jedes andern be- 
liebigen Puncts P gefunden werden, in so fern nur dessen Abstand s vom 
Schwerpuncte S' bekannt ist. Und umgekehrt: kennt man in Bezug auf 
eine Curve ® und für irgend einen Punct P die Gröfsen F und s, so 
wird dadurch augenblicklich auch v®, und somit dann auch der Inhalt der 
Fufspuncten-Curve für jeden anderen Punct gefunden, wofern sein Ab- 
stand von S gegeben ist. 

d) „Kennt man in Rücksicht einer gegebenen Curve ®B die In- 
halte V, V,, V, der Fufspuncten-Curven irgend dreier gegebener Puncte 
P, P,, P,, die nicht in einer Geraden liegen, so ist dadurch der Krüm- 
mungs- Schwerpunct S der gegebenen Curve”, so wie der Inhalt v sei- 
ner Fufspuncten- Curve, bestunmt, und leicht zu finden.” 

Denn zu diesem Behufe hat man nach ($. XIX.) und vermöge (47) 
folgende drei Gleichungen : 

V—V, = 
48. V—V, = 
47 (5 
wodurch drei Gerade Ä?, X,, X bestimmt werden, deren gemeinschaft- 
licher Durchschnitt der gesuchte Krümmungs- Schwerpunct $ ist. 


$. XXIV. 
Besondere Fälle. 


Ist insbesondere die gegebene Curve ein Kreis oder eine Ellipse, 
so läfst sich in Folge der vorstehenden Sätze leicht der Inhalt V der 
Fufspuncten-Curve jedes beliebigen Puncts P angeben. Nämlich wie folgt. 


4. Wenn die gegebene Curve ® ein Kreis ist. 
Es ist klar, und bereits oben erwähnt worden ($. XXII.), dafs der 
Krümmungs- Schwerpunct S des Kreises mit seinem Mittelpuncte zusammen 
fällt. Daher fällt auch die Fulspuncten- Curve des Punctes S mit dem Kreise 


. selbst zusammen, und ihr Inhalt ist gleich-der Kreisfläche. Wird also der 


Radius des gegebenen Kreises ® mit r bezeichnet so hat man: 
49. v=rr 


0. 


und weiter (47): 
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d. h. „der. Inhalt der Fufspuncten-Curve V irgend eines Punctes P, in 
Bezug auf den gegebenen Kreis ®, ist gleich der Summe dieser Kreis- 
fläche und der halben Kreisfläche 475’, welche den Abstand s des Puncts P 
vom Mittelpuncte S des gegebenen Kreises, zum Radius hat.” 

Ueber die Form und sonstigen Eigenschaften dieser Fufspuncten- 
Curve V mag Folgendes angegeben werden; was leicht wahrzunehmen ist. 

Die Curve V berührt den Kreis ® in den beiden Endpuncten des 
durch P gehenden Durchmessers, welchen sie zur Symmetralaxe hat, liegt 
sonst ganz aufserhalb ®, ist auf einen endlichen Raum beschränkt und 
kehrt in sich zurück. Sie ist vom vierten Grade, und P ist ein singulärer 
Punet derselben, nämlich «) ein reeller oder 8) ein imaginairer Doppel- 
punct, je nachdem beziehlich P aufserhalb oder innerhalb des Kreises ® 
liegt, oder endlich ‘y) ein Rückkehrpunet, wenn P auf der Kreislinie ® 
selbst liegt. Im Falle («) schneidet sich die Curve in P, und die beiden 
Tangenten die von P aus an den Kreis ® gelegt werden können, sind 
die Normalen der Curve V im Puncte P, so dafs sie den Winkel be- 
stimmen, unter welchem die Curve sich in P schneidet. Ist ®=?r?’, so 
ist dieser Winkel ein rechter. Die Curve bildet ferner zwei Blätter oder 
Schleifen, von denen die eine die andere nebst dem Kreise ®B umschliefst. 
Der Inhalt der Curve besteht aus demjenigen beider Schleifen, so dafs also 
der von der kleinern Schleife eingeschlossene Raum hiebei zweimal in Be- 
tracht kommt. Ist ®=?r?, so ist der Inhalt der Curve = ?rr’. 

In Rücksicht aller drei Fälle sind die verschiedenen Curven V, wie 
sich später zeigen wird ($.XXXVI.), identisch mit den verschiedenen Epi- 
cykloiden, welche entstehen, wenn ein Kreis vom Radius 4” auf einem 
ihm gleichen Kreise roll. So ist namentlich im Falle (y), wo P in der 
Kreislinie liegt, oder wo s=r ist, die Curve V die sogenannte Cardioide 
und ihr Inhalt ist: 

si. 

d. h. ‚‚anderthalb mal so grofs, als die gegebene Kreisfläche ®,” oder 
sechsmal so grofs, als die Kreisfläche, deren Radius =1r ist; was mit 
dem bekannten Ausdrucke für die Cardioide übereinstimmt. Von den bei- 
den mondförmigen Räumen, welche in diesem Falle zwischen den Umfän- 
gen von ® und P liegen, ist jeder =} r?, d. i. ein Viertheil der Kreis- 
fläche ®. Eben so kommen im Falle (£) zwischen ® und V zwei mond- 
förmige Räume vor, von denen jeder = 17° ist. 


| 
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B. Wenn die gegebene Curve ® eine Ellipse ist. 

Auch bei der Ellipse fällt offenbar der Krümmungs-Schwerpunct S 
mit dem Mittelpuncte zusammen. Es seien also a und 5 die halben Axen 
der Ellipse, s, der Abstand ihres Brennpunctes P, vom Mittelpuncte S, 
und Y, der Inhalt der Fufspuncten-Curve des einen oder des andern Brenn- 


punctes P,, welche bekanntlich ein Kreis ist, der die grofse Axe = 2« 
zum Durchmesser hat, so ist also: 

52. V, = 70; 
und hieraus wird zunächst geschlossen ($. XXIIL): 

»„ Nimmt man in der Kreislinie, welche mit einer Ellipse B con- 
centrisch ist, und durch deren Brennpuncte geht, irgend einen Punct P, 
an, so ist der Inhalt seiner Fufspuncten-Curve V, in Bezug auf die EI- 
lipse gleich derjenigen Kreisfläche, welche die grofse Axe 2a der Ellipse 
zum Durchmesser hat.’ 

Nun kann ferner der Inhalt jeder andern Fufspuncten- Curve für die 
Ellipse gefunden werden. Nämlich für die Fufspuncten - Curve v des Mittel- 
puncts S, der um ss —=y(a—b’) vom Brennpuncte P, absteht, hat man 
nach ($. XXIV. 47): 

53. +) = 
das heifst:: 

„Der Inhalt der dem Mittelpuncte S der Ellipse ® entsprechen- 
den Fufspuneten-Curve v ist halb so grofs, als die Summe der beiden 
Kreisflächen, welche die Axen (2a, 2b) der Ellipse zu Durchmessern 
haben; oder er ist gleich derjenigen Kreisfläche, welche einen der beiden 
gleichen conjugirten Durchmesser (29) der Ellipse zum Durchmesser hat.’ 

Die Curve v berührt die Ellipse ® in den vier Scheiteln der Axen; 
aufserdem liegt sie ganz aufserhalb derselben, so dafs zwischen beiden 
Curven vier mondförmige Räume entstehen, welche nothwendig einander 
gleich sind. Der Inhalt eines jeden sei =m, so hat man, da der Inhalt 
der Ellipse =r.ab ist: 

534. 4m = +) —rab Im(a—b) und m = 47(a—b)’ 
d. h. „die Summe der vier Möndchen ist gleich der halben Kreisfläche, 


welche die Differenz beider Axen der Ellipse zum Durchmesser hat, 
und jedes einzelne derselben ist dem achten Theile dieser Kreisfläche 


gleich.” 
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Für den Inhalt V der Fufspuncten-Curve jedes beliebigen Puncts P 
in Bezug auf die Ellipse ergiebt sich nun aus (47 u. 53) der folgende 
Ausdruck : 

5. V=4r@@ 
d. h.: „Der Inhalt V der Fufspuncten-Curve eines beliebigen Punctes P 
in Bezug auf eine gegebene Ellipse® ist gleich der halben Summe dreier 
Kreisflächen, welche die halben Axen der Ellipse und den Abstand s 
des Puncts P vom Mittelpuncte S der Ellipse zu Radien haben.” 


Diese allgemeine Fufspuncten-Curve V der Ellipse ® hat analoge 
Form und Eigenschaften mit der Fufspuncten Curve des Kreises (A), so 
weit nämlich die Verschiedenheit der Ellipse und des Kreises eine solche 
Analogie verstatien. Z. B. die Curve V ist auf einen endlichen Raum 
beschränkt und in sich zurückkehrend, und liegt aufserhalb der Ellipse. 
Sie berührt jedoch diese im Allgemeinen und höchstens in vier Puncten. 
Liegt der Punct P aufserhalb der Ellipse ®, so ist er ein reeller Doppel- 
oder Durchschnittspunet der Curve V; die aus ihm an die Ellipse ® ge- 
zogenen Tangenten sind zugleich in ihm die Normalen der Curve V und 
bestimmen daher den Winkel, unter welchem sie sich schneidet. Der In- 
halt der Curve V besteht hiebei aus der Summe der Räume oder Blätter, 
welche die beiden von ihr gebildeten Schleifen umschliefsen. Soll insbe- 
sondere die Curve im Puncte P sich unter einem rechten Winkel schnei- 
den, so ist der Ort des Punctes P derjenige Kreis, welcher zugleich der 
Ort des Scheitels eines rechten Winkels ist, dessen Schenkel die Ellipse 
berühren; also ein mit der Ellipse concentrischer Kreis, dessen Radius s 
=y(a-+-5°) ist. Daher ist in diesem Falle der Inhalt der Curve F con- 
stant, nämlich (55): 

6. 

d.h. „er ist gleich der Summe beider Kreisflächen, welche die Axen 
der Ellipse zu Durchmessern haben, oder gleich der Fläche des zuge- 
hörigen Ortskreises.” Liegt ferner der Punct P innerhalb der Ellipse Q, 
so ist von der Curve V nur noch eine Schleife vorhanden, welche die 
Ellipse ® umschliefst, so dafs zwischen beiden Curven (je nach der An- 
zahl ihrer Berührungspuncte: 4, 3 oder 2) mondförmige Räume entstehen, 
deren Summe M jedesmal genau bestimmt ist. Nämlich es ist: 


| 
| 
| 
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worin auch das besondere obige Beispiel (54) als der Fall inbegriffen ist, 
wo s=0 wird. 

Die sämmtlichen Curven V, welche hier als Fufspuncten- Curven 
der Ellipse erscheinen, können auch auf ähnliche Art wie die Epicykloiden 
erzeugt werden, indem man eine Ellipse auf einer ihr gleichen rollen läfst ; 
was sich unten zeigen wird ($. XXXVD). 


Anmerkung. Beiläufig mag noch Folgendes bemerkt werden. 
Wird eine gegebene Ellipse » als die Fufspuncten - Curve ihres Mittelpuncts S 
in Bezug auf eine unbekannte Curve B angesehen, so kann sofort der In- 
halt W der Fufspuncten-Curve jedes beliebigen Puncts P in Bezug auf 
die unbekannte Basis B angegeben werden. Nämlich: wenn @ und 5 die 
halben Axen der Ellipse sind und s der Abstand PS ist, so hat man: 


8. 
denn unter den vorausgeseizten Umständen ist offenbar S’ auch der Mittel- 


punct der unbekannten Curve ®. — Gleicherweise lassen sich andere 
Sätze aufstellen. 


$. XXV. 
Ausgedehniere Sätze. 


Die über das Fufspuncten-Vieleck V und über die Fufspuncteu- 
Curve V aufgestellten Sätze führen, wenn sie auf mehrere gegebene Figu- 
ren zugleich angewandt werden, zu zusammengesetzteren Sätzen. 


Es seien z. B. in einer Ebene irgend eine Anzahl » beliebiger und 
beliebig liegender Curven ®,, .... gegeben (alle jedoch ge- 
schlossen und überall convex $. XXIII.); ihre Krümmungs- Schwerpuncte 
seien S,, 8,, .... 8, und der Punct mittler Entfernung dieser Puncte 
heifse S. Ferner mögen v,, ©, d%;, .... ©, die Inhalte der Fufspuncten- 
Curven dieses Punctes S, so wie V,, V,, .... Y,„ die Inhalte der Fufs- 
puncten-Curven eines beliebigen, von S um s abstehenden Punctes P in 
Bezug auf die gegebenen Curven ®,, ®, bezeichnen. Dann folgt 
aus dem Bisherigen ($. VII. u. $. XXI. 47.) nachstehende Gleichung : 


60. ZU) = Zw)tn}rs, 


oder 
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d. h. a) „Sind in einer Ebene nbeliebige und beliebig liegende, geschlos- 
sene und überall convexe Curven Br, .... gegeben, so ist 
der Ort aller Puncte P, für welche die Summe der n Fufspuncten- Cur- 
ven V,, V;, ....V,, constant sein soll, jedesmal ein Kreis, dessen Radius s 
mit jener Summe zugleich wächst oder schwindet, dessen Mittelpunct 
aber immer ein- und derselbe feste Punct, nämlich der Schwerpunct S 
der (mit gleichen Coeffieienten behufteten) Krümmungs - Schwerpuncte 
S,, 8, der gegebenen Curven Ba, ist.” Und ferner: 


b) ‚Die diesem Schwerpuncte S entsprechende Summe 2 (v,) 
der Fufspuncten- Curven ist unter allen die kleinste, und wird von der 
irgend einem andern Puncte P zugehörigen Summe Z(V,) um nmal die 
halbe Kreisfläche übertroffen, welche den Abstand s des Punctes P von 
S zum Radius hat.’ 


 Aehnlicher Weise hat man, wenn statt der Curven z beliebige con- 
vexe Vielecke ®,, Ba, gegeben sind: 
61. +.. ++... +0, +0,+...+U,, 
wo die Vielecke U,, U;, .... U,, nach der Art wie oben ($. XVII.) das 


Vieleck U, alle demselben Kreise vom Radius s eingeschrieben sind, 
so dafs: | | 


62. U, = ... +38(sin 24,)]. 


Eben so finden analoge Formeln Statt, wenn die gegebenen Figuren 
Bas theils Vielecke, theils Curven sind. 


( Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte.) 
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4. 


Anwendungen der Statik auf die Lehre von den 


geometrischen Verwandtschaften. 
(Vom Hro. Prof. 4. F. Möbius zu Leipzig.) 


Unter den Aufgaben der elementaren Statik ist die wichtigste unstreitig 
diejenige, welche die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen Kräften 
verlangt, die nach gegebenen Richtungen auf gegebene Puncte eines frei- 
beweglichen festen Körpers wirken: zwischen Kräften also, deren Angriffs- 
puncte in unveränderlichen Entfernungen von einander stehen. Diese Be- 
dingung für die Angriffspuncte läfst sich auch dadurch ausdrücken, dafs sie 
eine sich immer gleich und ähnlich bleibende Figur bilden sollen; und man 
kann hierdurch veranlafst werden, nach den Bedingungen des Gleichge- 
wichts zu fragen, wenn die Angriffspuncie nur dergestalt mit einander ver- 
bunden sind, dafs sie auch in jede andere der anfänglichen blofs ähnliche 
Figur gebracht werden können. 

Die hierdurch sich bildende Aufgabe habe ich für den Fall, wenn 
die Puncte und die auf sie wirkenden Kräfte in einer Ebene enthalten 
sind, bereits in meinem „Lehrbuche der Statik” zu lösen gesucht. 
Ich dachte mir nämlich ein System von Geraden, welche sich unter unver- 
änderlichen Winkeln in einem beweglichen Puncte treffen, mit einem an- 
dern Systeme von derselben Beschaffenheit dergestalt verbunden, dafs eine 
Gerade des einen Systems mit einer Geraden des anderen zusammenfiel 
und längs derselben verschiebbar war, und suchte nun die Bedingungen 
des Gleichgewichts zwischen Kräften, welche ich auf die gegenseitigen 
Durchschnitte der Geraden des einen und andern Systems wirken liefs; 
denn offenbar mufsten diese Puncte bei der angenommenen Beweglichkeit 
eine sich ähnlich bleibende Figur bilden. 

Es giebt aber, wie ich in meinem „Barycentr. Calcul” gezeigt 
habe, aufser der Gleichheit und Aehnlichkeit und der blofsen Aehnlichkeit noch 
einige andere Verwandischaften, in denen Figuren zu einander stehen können, 
und welche gleichfalls in das Gebiet der niedern Geometrie gehören; nament- 
lich die blofse Gleichheit, die Affinität und die Verwandtschaft der Collineation. 
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Man kann daher auf analoge Weise die Bedingungen des Gleichgewichts zu 
erforschen suchen, wenn die Beweglichkeit der Angriffspuncte der Kräfte 
dadurch bestimmt wird,, dafs sie eine sich immer blofs gleich, oder affın, oder 
collinear verwandt bleibende Figur bilden sollen. Da je: zwei einander 
gleiche und ähnliche Figuren auch in jeder: entferntern Verwandtschaft zu 
einander stehen, so werden die bekannten Bedingungen des Gleichgewichts, 
welche bei Unveränderlichkeit der gegenseitigen Entfernungen der Angriffs- 
puncte Statt finden, auch bei jeder entiferntern Verwandtschaft, an welche 
die Beweglichkeit der Angriffispuncte gebunden wird, wiederkehren, zu 
ihnen aber neue, von der Natur der jedesmaligen Verwandtschaft abhän- 
gige, hinzutreten, und dieses in desto gröfserer Zahl, je entfernter die Ver- 
wandtschaft, und je gröfser folglich die Beweglichkeit der Puncte ist. 


| Die im Obigen gedachte Untersuchung in Betreff sich ähnlich blei- 
bender ebener Figuren habe ich daher späterhin noch auf die Aehnlichkeit 
im Raume und auf die entfernteren Verwandtschaften ausgedehnt, und die- 
ses vorzüglich mit aus dem Grunde, weil zu erwarten stand, auf diesem 
Wege zu einigen neuen Eigenschaften der Verwandtschaften selbst zu ge- 
langen. Ich veröffentliche jeizt diese Untersuchungen in der Hoffnung, dafs 
es vielleicht auch Andern angenehm sein dürfte, die Gleichgewichtshedin- 
gungen, welche bei den entferntern Verwandtschaften hinzutreien, und die 
etwaigen daraus gezogenen geometrischen Folgerungen kennen zu lernen. 
Uebrigens habe ich mich hier stets des Princips der virtuellen Geschwindig- 
keiten, als des einfachsten dabei anzuwendenden Mittels, bedient und mit 
Hülfe desselben die frühere Untersuchung sich ähnlich hleibender Figuren 
von Neuem angestellt, | 


I. Bedingungen des Gleichgewichts bei sich ähnlich 
bleibenden Figuren. 


1. In Bezug auf zwei rechtwinklige Coordinatensysteme in einer 
Ebene seien z, y und 7, % die Coordinaten eines Puncies der Ebene. 
Man hat alsdann : 

z= [+ tcosa — using, 
y=9-+tsina + ucosa, 
wo f und g die Coordinaten des Anfangspunctes des Systems der ? und z, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXL. 9 
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in Bezug auf das System der z und y sind, « aber der RR der Axe 
der ? mit der Axe der z ist. 

Setzen wir nun, dafs auf gleiche Weise noch mehrere andere Puncte 
der Ebene auf beide Coordinatensysteme bezogen seien, dafs diese Puncte 
gegen das System der Axen Z und % eine unveränderliche Lage haben, 
dafs aber dieses Axensystem sammt den Puncten seiner Lage gegen das in 
der Ebene ruhig bleibende System der Axen x und y beliebig ändern könne: 
so sind in den obigen Gleichungen ? und % constant, dagegen f, 9: a be- 
liebig veränderlich, und damit auch z und y veränderlich. 

Wir wollen jetzt die Lage der Puncte gegen die Axen der tund u 
nicht mehr constant, jedoch nur dergestalt veränderlich annehmen, dafs die 
von ihnen mit den Axen gebildete Figur sich immer ähnlich bleibt. Zu dem 


Ende haben wir nur für Z und  .... — und * zu schreiben, wo n, eben 


so wie f, 9 und «, von einem Puncte zum andern gleich grofs, aber mit 
der Zeit beliebig veränderlich ist. Hiermit werden die obigen Gleichungen, 
wenn wir noch a und 5 für nf und ng setzen: 
1 = a+tcosa — usin 
ny =b-+tsina +u cosa. 
Durch diese Gleichungen, in denen nur ? und « constant sind, werden da- 
her Puncte (z, y) in der Ebene bestimmt, die ihre Lage dergestalt auf 
jede Weise ändern können, dafs die von ihnen gebildete Figur sich immer 
ähnlich bleibt. 
Die Differentiation dieser Gleichungen giebt : 
nde = da— (ny—b)da, 
ndy+ydn = db (nz—a)da. 
Wirkt nun auf jeden Punct (x, y) des Sfstems eine Kraft (X, Y'), d. Iı. 
eine Kraft, welche, nach den Axen der z, y zerlegt, die Kräfte X und F 
giebt, so hat man nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten als 
Bedingung des Gleichgewichts zwischen allen diesen Kräften die Gleichung 
>(Xdz-+Ydy)=0, und wenn man darin für dx und dy ihre Werthe 
aus (2) substituirt: 
(da+bda)EX + 
— dnz(Xr+Yy) 
Da aber die Differentiale da, db, da und dn von einander ganz unab- 
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hängig sind, so zerfällt diese Gleichung in folgende vier einzelne : 

zi=0, 37 =0, —Xy)=0, = 0. 
Die drei ersten derselben sind die bekannten ‚Bedingungen :des 'Gleichge- 
wichts, wenn die gegenseitige Lage der Angriffspuncte der Kräfte unver- 
änderlich ist. Die; vierte kommt wegen. der gemachten Voraussetzung hin- 
zu, dafs die gegenseitige Lage der Puncte zwar veränderlich sein soll, 
jedoch nur so, dafs die von ihnen gebildete Figur sich immer ähnlich bleibt. 

0% Zusatz Nach dem :$. 122. meines Lehrbuehs der Statik er- 
geben sich diese vier. Gleichungen als Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen Kräften, welche auf Punete in einer Ebene wirken, auch in dem 
Falle, wenn die gegenseitige Lage der Puncte' unveränderlich ist und 
wenn das Gleichgewicht nicht blofs bei einer bestimmten Lage des Systems 
der Puncte in der Ebene Statt findet, sondern auch noch bei jeder be- 
liebigen Drehung in der Ebene, während die Kräfte mit parallel bleibenden 
Richtungen und unveränderten Intensitäten auf dieselben Puncte zu wirken 
fortfahren, noch besteht. Hiernach kann man folgende zwei Sätze (ebend. 
$$. 235. u. 236.) aufstellen : 

„Sind mehrere Puncte in einer Ebene dergestalt beweglich, dafs 
die von ihnen gebildete Figur sich immer ähnlich bleibt, und halten sich 
Kräfte, welche.auf sie in der Ebene wirken, das Gleichgewicht, so herrscht 
auch noch Gleichgewicht bei jeder andern Lage, welche man den Puncten 
zufolge ihrer Beweglichkeit geben kann, wenn nur die Kräfte ihren an- 
fänglichen Richtungen parallel bleben;” und umgekehrt: 

„Sind Kräfte, welche auf fest mit einander verbundene Puncte in 
einer Ebene wirken, im Gleichgewichte, und dauert dusselbe noch fort, 
wenn das System der Puncte in seiner Ebene beliebig verschoben wird, 
die Kräfte aber parallel mit ihren anfänglichen Richtungen fortwirken, 
so wird das Gleichgewicht aueh nicht unterbrochen, wenn man den Punc- 
ten eine solche gegenseitige Beweglichkeit noch beilegt, bei welcher die 
von ihnen gebildete Figur sich immer ähnlich bleibt.” , | 

3. Um von dieser Theorie eine Anwendung auf die einfachsten 
Fälle zu machen, wollen wir zuerst setzen, das System bestehe nur aus 
zwei Puncten (x, y) und (x,, yı), auf welche resp. die Kräfte (X, Y) und 
(X,, Y,) wirken. Die vier Bedingungen des Gleichgewichts sind alsdann: 

X+X, Y=-1=0, = 
| = 0. 
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Die Elimination von X, und Y, aus: diesen Gleichungen giebt: 
Ay—y)=0, 0; 

und wenn wir hieraus noch X und Y wegschaffen: | 

= 0, 

folglich x», = x und y‚=y; d. h. die beiden Angrifispuncte müssen zu- 

sammenfallen. Auch folgt dieses schon aus der Natur der Sache selbst. 

Denn ein System von zwei nicht zusammenfallenden Puncten bleibt bei 

jeder Aenderung ihrer gegenseitigen Lage sich ähnlich. Zwei Kräfte aber, 

angebracht an zwei Puncten, deren gegenseitige Lage beliebig veränder- 

lich ist, können nicht im Gleichgewichte sein. 

Auders verhält es sich, wenn zu den zwei Puncten ein dritier 
(&,, Y.), getrieben von der Kraft (X,, Y,), hinzukommt. Die vier Gleich- 
gewichtsbedingungen sind in diesem Falle : 

(A.) = 0, 

Man multiplicire von diesen Gleichungen die erste, zweite und vierte 
resp. mit —f, —g und 1, addire sie hierauf und setze zur Bestimmung 
von f und g: | 

so ist auch 
| bb) Aa + = 

Betrachtet man nun f, 9 als die Coordinaten eines Punctes und bezeich- 
net die Puncte (x, y), (#1, Yıl (&2> Ya), (5 9) mit A, A,, A,, F und die 
drei Kräfte (X, Y) etc. mit P, P,, P,, so sind nach (a.) die Linien FA 
und FA, resp. auf P und P, rechtwinklig, d. h. F' ist der Durchschnitt 
der auf P und P, in A und A, errichteten Perpendikel. Den so bestimm- 
ten Punct F mufs aber nach (b.) auch das auf P, in A, errichtete Perpen- 
dikel treffen, und die Bedingung wegen der dauernden Aehnlichkeit be- 
steht hiernach darin, dafs sich die drei auf den Kräften in ihren Angriffs- 
puncten errichteten Perpendikel in einem Puncte F' schneiden. 

Noch anders kann diese Bedingung ausgedrückt werden, wenn man 
sich erinnert, dafs die Richtungen dreier sich das Gleichgewicht halten- 
den Kräfte sich in einem Puncte begegnen (eine Eigenschaft, welche 
auch unmittelbar aus den drei ersten der obigen vier Gleichungen (A.) her- 
geleitet werden kann). Ist nun K dieser gemeinschaftliche Punct der 


- 
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Richtungen von P, P,, P;, so: sind dem Vorigen zufolge FAK, FA,K, 
F4,K rechte Winkel, und K liegt folglich mit A, A,, A, in einem Kreise. 
„Sollen demnach in einer Ebene drei Kräfte an drei Puncten, welche 
ein sich ähnlich bleibendes 'Dreieck zu bilden genöthigt sind, im Gleichge- 
wichte sein, so mufs, nächst den Bedingungen des Gleichgewichts für den 
Fall, wenn die Puncte in unabäuderlicher Entfernung von einander sind, 
auch noch die erfüllt werden, dafs die drei Puncte mit demjenigen, in welchem 
sich die Richtungen der drei Kräfte schneiden, in einem Kreise liegen.” 


Eine leichte F'olgerung hieraus ist, dafs die Winkel, welche die 
Kräfte mit einander bilden, den Supplementen der Winkel des Dreiecks 
AA,4, gleich sind, nämlich der Winkel der Kräfte an A, und A,, = 
180° — A,A4A,, etc. und dafs deshalb, und weil beim Gleichgewichte zwi 
schen drei Kräften jede Kraft dem Sinus des von den beiden andern Kräf- 
ten gebildeten Winkels proportional ist, die Kräfte sich wie die ihren An- 
griffspuncten A, A,, A, gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks AA,4, 
verhalten. 


Man bemerke hierbei noch, wie von dem Umstande, dafs der gegen- 
seitige Durchschnitt der drei Kräfte mit ihren Angriffispuncten in einem 
Kreise liegt, die Fortdauer des Gleichgewichts bei der Drehung des Drei- 
ecks AA,A, in seiner Ebene eine unmittelbare Folge ist. Ob nämlich das 
Dreieck gedreht wird, während jede Kraft ihrer anfänglichen Richtung 
parallel bleibt, oder ob das Dreieck in Ruhe bleibt und jede Kraft um 
einen gleich grofsen Winkel um ihren Angriffspunct gedreht wird, kommt 
hier, wo es sich nur um die gegenseitige Lage handelt, offenbar auf das- 
selbe hinaus. Wenn aber drei von A, A,, A, ausgehende Geraden um diese 
Puucte um gleich grofse Winkel gedreht werden, so rücken ihre Durch- 
schnitte mit dem durch A, A,, A, zu beschreibenden Kreise um gleich 
grolse Bogen for. Wenn folglich diese drei Geraden sich anfangs in 
einem Puncte K des Kreises schnitten, so wird dieses auch nach der Dre- 
hung noch ‚der Fall sein; folglich u. s. w. 


4. Die im Vorigen für eine Ebene angestellten Untersuchun- 
gen wollen wir jetzt auf den Raum ausdehnen. Seien daher bei einem 
System von Puncten im Raume die Coordinaten eines derselben in Be- 
zug auf zwei rechtwinklige Axensysteme x, y, z und Z, u, v, so kann 
man setzen: joa 
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wo a= = cosz’u, etc. und f.9, 2, die 

puncies des Systems der 4,» in Bezug auf. das System. der. sind.; 

‚Hieraus läfst sich, wie im Obigen, weiter. folgern, dafs, wenn man: 
1. ne = a+at+aurav, 
seizi und dabei u, v constant, n, a, db, ec aberiund «a, wovon die 
übrigen a‘, «,ß, etc. auf bekannte Weise abhängen, veränderlich annimmt: 
dafs daun das System der Puncte, zu welchen (2, Y> 2) gehört, bei be- 
liebiger Aenderung von n, a,b, c, aß“, y'‘ seine Lage sowohl als Gröfse 
beliebig ändert, sich dabei aber stets ähnlich bleibt. 

Ist nun (X, Y, Z) die auf den Punct («, y, 2) wirkende Kraft, 
und soll zwischen ihr und den an den übrigen Puncten des Systems an- 
gebrachten Kräften Gleichgewicht herrschen, so mufs bei allen Verrückun- 
gen, deren das System fähig ist, | 

Xde+Ydy+Zd2) = 
sein. Es findet sich aber, wenn man hierin für 3. dy, dz ihre aus der 
Differentiation von (1) fliefsenden Werthe setzt: 
2. z(Är+ +.. 
— ZZ(dc+...) = 0. 

Da das Differential dan von den übrigen hierin vorkommenden 

Differentialen unabhängig ist, so ergieht PN als erste Bedingung des 


Gleichgewichts , 


Um die übrigen Bedingungsgleichungen zu kai hat man in dem 
übrigen Theile der Gleichung (2) die Coordinaten i, u, ® mittelst (1) durch 
X, y; z auszudrücken und dann noch die 9 Differentiale da, da, .... dıy“ 
auf drei von einander unabhängige zu reduciren. Ohne aber diese etwas 
weitläufige Rechnung anzustellen, sieht man schon im Voraus, dafs die auf 
solche Weise zu erhaltenden Bedingungsgleichungen keine andern als die 
bekannten sechs sein können, welche Statt finden müssen, wenn die gegen- 
seitige Lage der Angriffspunete unveränderlich ist. Denn da ‚der übrige 
Theil der Gleichung (2) von rn unabhängig ist, so müssen die aus ihm zu 
folgernden Gleichungen einerlei sein mit denen, welche man erhält, wenn 
man n constant setzt. Ist aber n constant, so bleibt sich das System .der 
Puncte (x, y, x) nicht blofs ähnlich, sondern auch gleich; folglich u. s. w. 
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Der Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht an einem sich 
ähnlich bleibenden Systeme: von Puncten im Raume giebt es demnach in 
Allen sieben: nämlich die bekannten sechs 

—X2)=0, Z(Xy—Yx) 
und die vorhin zuerst gefundene: 

5. Zusätze. a) Bezeichnet A den Bi (x, y, z)-des Systems, 
pP die auf ihn wirkende Kraft (X, Y, Z), und O den Anfangspunct der 
Coordinaten, so ist der summatorische Ausdruck 

Z(Xr+Yy+Zz) = 
er ist folglich unabhängig von dem durch O gelegten Systeme der Coor- 
dinatenaxen, was auch für Kräfte P auf die Puucte A wirken mögen. 
Gegenwärtig aber, wo zugleich 2X=0, SY=0, ZZ=0 sein soll, ist 
jener Ausdruck auch von dem Anfangspuncte der Coordinaten unabhängig. 
Denn für einen neuen Anfangspunct, dessen Coordinaten in Bezug auf den 
alten, =, b, c sind, wird der Ausdruck 

= Z(X(x—a)+ Yy—b) + Z(z— 0): 
und dieser ist von dem vorigen Z(Xx +...) un 4 zX+bZy+cZZ, 
das heifst um nichts verschieden. | 

Die specielle Bedingung, unter welcher Kräfte an einem Systeme 
von Puncten, welches sich immer ähnlich bleiben soll, im Gleichgewichte 
sind, kann hiernach folgendergestalt ausgedrückt werden: 

„Wählt man beliebig einen Punct (0) und multiplieirt jede Kraft (P) 
in den Abstand OPcos04A'’P ihres Angriffspunctes (A) von einer durch 
den erstern Punct (©) perpendiculär auf die Richtung der Kraft gelegten 
Ebene, so mufs die Summe dieser Producte Null sein.” 

d) Sind sämmtliche Kräfte mit einander parallel, und nimmt man 
mit ihnen die Axe der = parallel an, so werden X und Y Null, und die 
obigen 7 Bedingungsgleichungen reduciren sich auf folgende vier: 

zZ2=0, 2Zr=0, ZZy=0, 22: =0; 
d. b. der Angriffspunct jeder Kraft ist der Mittelpunct der jedesmal übrigen. 

Denn sind aufser Z die übrigen Kräfte Z,, Z;, .... und (2,,Y1, 2), 
(225, Ya, 2%), etc. ihre Angriffspuncte, so kann man statt der letzten vier 
Gleichungen auch schreiben: 

Z+2Z2,=0, Zs+22,,=0, Zy+t2ZZy 
Zz+ = 0. 


0, 
0, 
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Hieraus ‚folgt : 


| | ZZ, z, 


Die so bestimmten Werthe von x, Y, sind aber die Coordinaten 
des Mittelpunets der Kräfte Z,, .... 

c) Liegen daher die Angriffspuncte aller parallelen Kräfte, bis auf 
einen, in einer Ebene, so mufs auch der letztere in dieser Ebene enthalten 
sein, wenn das System unter der Bedingung bleibender Aehnlichkeit im 
Gleichgewichte verharren soll. Denn der Mittelpunct eines Systems paral- 
leler Kräfte, deren Angriffspuncte in einer Ebene liegen, ist gleichfalls in 
dieser Ebene begriffen. 

Uebrigens sieht man von selbst, wie die jeizt gemachten Schlüsse 
mit gehöriger Modification auf den früher behandelten Fall anwendbar sind, 
wo die Puncte und die auf sie wirkenden Kräfte in ‚einer und derselben 
Ebene enthalten waren. 


6. Eine besondere Betrachtung wollen wir noch dem einfachen 
Falle widmen, wenn das System aus vier Kräften P, P,, P,, P, besteht, 
welche auf vier nicht in einer Ebene liegende Puncte A, A,, A,, A, wirken. 
Durch einen beliebigen fünften Punct ©. lege man vier Ebenen perpendi- 
cular auf die Richtungen 'von P, P,, P,, P, und nenne D,D,D,, D, 
die Durchschnitte dieser Ebenen mit den Richtungen von P, P,,.... Als- 
dann ist nach No. 5. a. die specielle Bedingung des Gleichgewichts, welche 
bei der Annahme dauernder Aehnlichkeit des Systems der Angriffspuncte 
erfüllt werden mufs: 

DA.P+D,A.P, + D.4,.P,+ D,A,.P, = 0. 

Man wähle nun zum Puncte O denjenigen, in welchem sich drei 
aufP, P,, P, resp. in A, A,, A, perpendiculär gelegte Ebenen schneiden, 
so sind DA, D, A,, D,A, einzeln Null. Zufolge der Bedingungsgleichung 
mufs daher bei dem also bestimmten O auch D, A, = 0 sein, d.h. die durch 
O perpendicular auf P, gesetzte Ebene muls P, in A, {reffen, und wir 
schliefsen hieraus : 

„Sind vier Puncte im Raume dergestalt beweglich, dafs die von 
ihnen gebildete Figur sich immer ähnlich bleibt, und sollen vier auf sie 
wirkende Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so mufs aufser den zum 
Gleichgewichte nöthigen Erfordernissen, wenn die Puncte fest mit einander 
verbunden sind, auch noch die Bedingung erfüllt werden, dafs die vier 


. 
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Ebenen, welche durch die vier Puncte, jede perpendicular auf der Richtung 
der den Punct treibenden Kraft, gelegt werden, sich in einem Puncte (0) 
schneiden.” Die | 

Gleichgewichte zwischen vier Kräften, deren Angriffspuncte 
fest mit einander verbunden sind, ist unter anderen erforderlich, dafs jede 
Gerade, welche die Richtungen dreier der vier Kräfte schneidet, auch der 
Richtung der vierten begegnet (Lehrb. der St. $. 99. a.). Wenn daher 
drei Richtungen, welche nicht in einer Ebene enthalten sind, sich in einem 
Puncte K schneiden, so mufs auch die vierte Richtung den Punct X treffen. 
Bei dieser speciellen Lage der Richtungen läfst sich die besondere Bedin- 
gung des Gleichgewichts, wegen der Aehnlichkeit, auf analoge Weise als 
wie oben beim Gleichgewichte zwischen drei Kräften, ausdrücken. Es 
müssen nämlich die vier Winkel OAK, O0A,K, 0A,K, 04A,K rechte Win- 
kel sein, d. h. „es mufs der gemeinschaftliche Durchschnitt der vier Rich- 
tungen in der durch die vier Angriffspuncte zu beschreibenden Kugelfläche 


liegen.” 
(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 
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>. 


Ueber die Transcendenten, welche aus wiederholten 


Integrationen rationaler Formeln entstehen. ° 
(Vom Herrn Prof. E. E. Kummer, Dr. phil. zu Liegniz. ) 


Die Reihen der reciproken Potenzzahlen von der Form 1+ 2 + = +... 


können, wie bekannt, wenn der Potenz-Exponent n eine gerade Zahl 
ist, durch die Potenzen der Zahl summirt werden. Für ungerade Potenz- 
Exponenten aber hat man bis jetzt vergeblich versucht, dieselben durch be- 
kannte Gröfsen auszudrücken. Es war mir nicht unwahrscheinlich, dafs 
sich auch diese Reihen durch die Zahl = und durch Logarithmen wür- 
Jen summiren lassen. Ich unternahm deshalb, zunächst nur auf den an- 
gegebenen besonderen Zweck ausgehend, eine Untersuchung der Reihe 


1 + 5 + 37 + .... Da diese Reihe durch das dreifache Integral 
f ausgedrückt wird, und da die Methoden, welche ich zur 


Untersuchung desselben anwendete, auch für bei weitem allgemeinere viel- 
fache Integrale ausreichten, so stellte ich den kesonderen Zweck als- 
bald bei Seite, und ging an die allgemeine Untersuchung der Transcen- 
denten, welche aus wiederholten Integrationen rationaler Formeln ent- 
stehen. Die erste Integration einer rationalen Formel /Pax läfst sich 
bekanntlich immer vermittelst Logarithmen und Kreisbogen ausführen. Multi- 
plieirt man aber ein solches Integral wieder mit einer rationalen Function O 
und integrirt zum zweitenmale, so erhält man die Form S 0/ Pdx.dx. Die 
in dieser allgemeinen Form enthaltenen Transcendenten nenne ich loga- 
rithmische Integrale zweiter Ordnung. Wird die allgemeine F'orm dieser 
Integrale wieder mit einer rationalen Formel R multiplicirt und integrirt, 
so erhält man /R/O/Pdz.dx.dx, und ich nenne die in dieser all- 
gemeinen Form enthaltenen 'Transcendenten logarithmische Integrale drit- 
ter Ordnung. Multiplieirt man immer wieder mit einer rationalen For- 
mel und integrirt, so erhält man eben so die allgemeinen F'ormen der lo- 
garithmischen Integrale vierter, fünfter u. s. w. Ordnung. Die logarith- 
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mischen Integrale erster Orduung, welche nur Logarithmen und Kreis- 
bogen sind, werden, als bekannt, übergangen. . Ueber die logarithmischen 
Integrale zweiter Ordnung finden sich in Legendre Exergices de Calcul 
integral nur einzelne Resultate, und erst in neuerer Zeit hat Hill die- 
selben zu einem besonderen Gegenstande von Untersuchungen gemacht. 
Dieser scharfsinnige Analytiker, angereizt durch die glänzenden Erfolge, 
welche die Theorie der elliptischen Functionen, oder allgemeiner die Theorie 
der in der Form ./ P yOdx enthaltenen Transcendenten gehabt hat, hat 
eine ähnliche Untersuchung der durch die allgemeinen Formen /Plog 0d.x 
und / P.Arctang O.dx ausgedrückten Transcendenten angestellt und hierüber 
zwei Abhandlungen herausgegeben. Die erste derselben ist in dem gegenw. 
Journale der Mathematik Bd.1II. abgedruckt, die zweite aber, unter dem Titel 


Specimen exercitü analylici functionem integralem log 1+?2xcosa + x’) 


tum quoad amplitudinem tum quoad modulum comparandi modum echi- 
bentis, Londini Gothorum 1830, scheint, als akademische Gelegenheits- 
schrift, nur wenig bekannt zu sein. Eine neue Behandlung dieser logarith- 
mischen Integrale zweiter Orduung wird den ersten Theil der gegenwär- 
tigen Abhandlung ausmachen. Obgleich nämlich All in seiner zweiten 
Abhandlung die eine dieser Transcendenten so vollständig behandelt hat, 
dafs wir, auf die wesentlichsten Eigenschaften derselben uns beschränkend, 
für dieselbe nur wenig neues hinzufügen können, so erschien uns dennoch 
auch diese einer neuen Behandlung werth, weil die von Hill gefundenen 
Resultate sich alle noch aufserordentlich vereinfachen lassen, und weil nach 
der Methode, welche wir zum Grunde legen, die Resultate, die bei Hill 
vereinzelt dastehen und fast alle nicht sowohl entwickelt, als vielmehr 
nur aufgestellt und mit besonderen Beweisen versehen werden, aus einer 
gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet werden können. Aufserdem wird eine 
neue Behandlung dieser Transcendenten durch die Wichtigkeit des Gegen- 
standes gerechtfertigt. Denn wenn wir gleich nicht so weit gehen wie 
Hill, welcher diese Theorie für wichtiger und nützlicher hält als die Theo- 
rie der elliptischen Functionen, so glauben wir doch, dafs aus derselben 
der Analysis eine schöne Bereicherung erwachse. Der zweite Theil der 
gegenwärtigen Abhandlung wird die Theorie der logarithmischen Integrale 
dritter Ordnung enthalten. Für diese ist bisher noch fast gar nichts ge- 
than worden, so dafs, mit Ausnahme geringer Einzelheiten, alles was wir 
10* 
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über dieselben sagen werden, für neu zu erachten ist. Für die logarith- 
mischen Integrale höherer Ordnungen lassen wir die Allgemeinheit der 
Untersuchung fallen, da eine nur einigermafsen vollständige Theorie der- 
selben uns zu weit führen würde, und da auch die Formeln ; ‘welche die 
Eigenschaften dieser logarithmischen Integrale ausdrücken, für jede hö- 
here Ordnung bedeutend weitläuftiger werden. Deshalb beschränken wir 
uns hier darauf, für die logarithmischen Integrale vierter und fünfter 
Ordnung nur die Grundeigenschaften der einfachsten in ihnen enthalte- 


nen Transcendenten zu entwickeln, die mit der Reihe +5 ++. 


in einem solchen Znsammenhange stehen, dafs die gefundenen Eigenschaf- 


ten derselben sich auch als Eigenschaften dieser merkwürdigen Reihe dar- 
stellen lassen. 


Erster Theil. 
Ueber die logarithmischen Integrale zweiter Ordnung. 


$. 1. 


Logarithmische Integrale zweiter Ordnung sind nach unserer Er- 
klärung die in der allgemeinen Form /QO/P.dx.dr, wo P wd Q 
rationale Functionen von x sind, enthaltenen Transcendenten; mit Aus- 
schlufs der Logarithmen und Kreisbogen. Darum haben wir zunächst diese 
allgemeine Form in ihre einfachsten Bestandtheille zu zerlegen und. so 
die einfachsten Formen der logaritlimischen Integrale zweiter Ordnung zu 
suchen. Es kann zunächst angenommen werden, dafs P und Q rationale ge- 
brochene Functionen von & sind, von der Art, dafs sie keine ganzen Theile 
enthalten, oder, was dasselbe ist, dafs in den Nennern derselben höhere 
Potenzen von x vorkommen als in den Zählern; denn ist dies nicht der Fall, 
so kann man die gauzen Theile davon absondern und „+0 statt Q und 
p-+FP statt P nehmen, wo g und p ganze rationale Functionen von x 
sind; dadurch zerfällt dann das obige Integral in folgende vier: 


Sı/pdz.dx, [Ofydz.de, 


Da nun das Integral einer ganzen rationalen Function von x wieder eine 
solche Function ist, so ist klar, dafs das erste Integral nur eine ganze 
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Function giebt, und dafs das zweite und dritte nur Logarithmen und Kreis- 
bogen enthalten. Es bleibt daher nur das vierte Integral übrig, in wel- 
chem P und Q keine ganzen Theile mehr enthalten. Werden nun P und Q 


in Partialbrüche von der Form 6 E zerlegt, wo a, db, c auch imagi- 


när sein können und m eine ganze positive Zahl ist, so zerfällt das all- 
gemeine Integral von selbst in eine Summe mehrerer einzelner Integrale 
von der Form 

a.dx edx 


S(f+ 
Dieses Integral kann aber, wenn »» und rn nicht beide zugleich der Ein- 
heit gleich sind, immer rational oder durch Logarithmen und Kreisbogen 
integrirt werden, so dafs wieder nur der Fall m—=1 und n=1 zu be- 
trachten übrig bleibt. Für diesen Fall aber erhält man durch Ausführung 
der ersten Integration folgende Form: 
b-F-cx 


Seizt man jetzt, um zu vereinfachen, 
k= 


c 


so wird 5+c.2 = ur 2) und das Integral geht in folgende zwei 


über: 
a zdz al(k dz 


Da das zweite dieser Integrale nur einen Logarithmus giebt, so ist das 


Integral % en im Grunde das einzige in der obigen allgemeinen Form 


enthaltene. Da aber z auch imaginär sein kann, so zerfällt dasselbe, wie 
wir alsbald zeigen werden, durch die Sonderung des realen und imaginären 
Theiles, in zwei verschiedene. Es ist zweckmäfsig, für dieses Integral 
ein besonderes Functionszeichen einzuführen, welches demselben namentlich 
dann zukommt, wenn 2 real ist; wo dann der Buchstabe x dafür gesetzt 
werden soll. Da ferner 22 nur für positive Werthe des x real sein würde, 
so wollen wir dafür ?(+x) setzen, unter der Bedingung, dafs +x immer 
positiv zu nehmen sei; denn die Bedingung, dafs x nur positiv sein darf, 
würde den bald zu entwickelnden Formeln eine störende Beschränkung 
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auferlegen*). Als Kunetionszeichen für dieses Integral wähle ich den 
Buchstaben A, und nehme das Integral so, dafs. es zugleich mit z ver- 
schwindet, also so, dafs. in 


"U+x)dx 


Wenn aber & imaginär ist, so nehme ich z= ze", wo z und a real sind 
und y—1 ist. Hierdurch wird dieses Integral 


((+x)+ ai) 
1-+ 


oder, durch Trennung der realen und imaginären Theile, 
cose)!(ta)— esina , 
1-+2xcosae x? +if 1-+ 2x cosa + x? de. 
Sondert man hiervon wieder diejenigen Theile ab, welche durch Logarithmeu 
und Kreisbogen sich integriren lassen, so bleiben nur die beiden Integrale 


cose) dx .Ssin«. 

und 
als die einzigen realen Integrale übrig, welche in der oben aufgestellten all- 
gemeinen Form enthalten sind; denn das Integral A(x) ist nur ein specieller 
Fall des ersteren von diesen, welchen man erhält, wenn man %=0 nimmt. 
Wir nehmen auch diese Integrale so, dafs sie zugleich mit z verschwinden 
und bezeichnen dieselben, als Functionen zweier veränderlichen Gröfsen, 
durch D(z, und E(z, so dafs 


+ cose) dx 
Dia, «) = /, 1+2xcosa+ x? ’ 


MK+x).sine.dx 

o + x? 

Die imaginäre Function A(ze“) wird nun durch die Functionen D(z, «) 
und E(x, «) auf folgende Art ausgedrückt: 


A(ze‘) = D(x, a)—uArctang; +:E(z,a)+ 


Es hat jetzt durchaus keine Schwierigkeiten, irgend ein gegebenes Inte- 
gral von der Form /[P/Qdxdx, unter welche Form auch die von Hill ge- 


= 


*) Ueberall wo Logarithmen aus der Integration rationaler Formeln entstehen, 
wie es hier durchgehends der Fall ist, kann man unter dem Logarithmenzeichen mit 
gleichem Rechte beide Vorzeichen 4 und — gelten lassen, und diese sind dann, wo 
es sich um reale Gröfsen handelt, so zu bestimmen, dafs die Quantität, deren Loga- 
rithmus zu nehmen ist, immer positiv sei. Deshalb ersuchen wir den Leser, zu den 
sämmtlichen Logarithmenzeichen, welche in dieser Abhandlung vorkommen werden, 
sich immer das Zeichen + hinzuzudenken und es so zu bestimmen, dafs dadurch 
die Gröfse, vor welcher es steht, positiv werde. 
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wählten Formen /PlogQ@dz und /PArciang dx gehören, durch ratio- 
nale Functionen, durch Logarithmen und durch die beiden Functionen D (z, «) 
und E(z, «) zu integriren. Zu diesem Zwecke darf man nur, wie wir 
es gezeigt haben, durch Zerlegung in Partialbrüche das Integral in Theile 
zerlegen, welche sich rational oder nur durch Logarithmen und durch 
die Function A integriren lassen. Die F'unctionen A, welche unmögliche 
Gröfsen enthalten, zerlegt man alsdann nach der hier gegebenen Formel 
in F'unctionen D und E und Logarithmen und Kreisbogen; und eben so 
zerlegt man, nach bekannten Formeln, die unmöglichen Logarithmen in 
Logarithmen und Kreisbogen: alsdaun verschwinden die unmöglichen Grö- 
fsen von selbst und man hat die verlangte Integration ausgeführt. 


Die beiden Integrale D(z, «) und E(z, «) nehmen noch eine ein- 
fachere Form an, wenn statt z eine andere veränderliche Gröfse # ein- 
geführt wird, welche durch die Gleichung 


— x sin« oder — 


1+2c0sa sinwte) 
bestimmt ist. Hierdurch wird nämlich 


Diese Substitution zeigt auch, dafs das Integral E (x, a) sich in einfachere, 
nur von einem Elemente abhängige Integrale von der Form /1(+ sinu)du 
zerlegen läfst. Diese Integrale aber lassen sich wieder durch die specielle 
Function E(—1, «) ausdrücken, so dafs die allgemeine Function E(z, «) 
sich immer durch Functionen derselben Art ausdrücken läfst, in welchen 
das erste Element den bestimmten Werth —1 hat. Um dies zu zeigen 


differenzire man E(z,«) in Beziehung auf «, welches 
dE(x, + 
giebt. Hieraus folgt für = —1 


E(—1, 
d — 41(2—2cosa) = — !(2sin}u), 


also, durch Integration, 
E(—1, a) = — /Usinle).da— al? +4 const., 
und, wenn «= 2u gesetzt wird, 
Ssinu)du = —4E(—1, 2u) —ul2 + const. 
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Da aber 
E(z, 0) = — /Usinu).du+ fIsin(u+a). du, 
so hat man 
a) = 3E(—1, 4E(—1, 2u+ 2a) + const. 


und endlich, wenn die Constante durch v=0, und auch z2=0, bestimmt 
wird, so hat man 


E(z, a) = 4E(—1, 2W) + 4E(—1, 20) —4E(—1, 2u + 20) 
— sin u 
sin (u+«)* 
Da die Integrale D(x, «) und E(x, a) die einfachste Gestalt erhalten, 


Sin uta) gesetzt wird, so werden wir in der Folge einfacher 


wenn = 


wenn z = 


( — sinu 


sin (u-+ a)’ 


E a) durch E(w, «) 


bezeichnen. Da jedoch einige der zu entwickelnden F'ormeln sich leich- 
ter ausdrücken lassen, wenn dem x sein ursprünglicher Werth gelassen 
wird, so werden wir auch ferner von den Fuunctionen D(z, a) und E(z, «) 
Gebrauch machen. Zu erinnern ist, dafs man nicht meinen müsse, D (x, «) 


und D (uw, «) seien einander gleich für sie sind vielmehr einan- 


— sinu 
der gleich, wenn 2= genommen wird. 


a) durch D(u, «) 


Eben so ist es mit 


E(x, a) und E(uw, «). Diese Function ist zwar durch die einfachere, nur 
von einem Elemente abhängige Function E(—1, a) überflüssig gemacht; 
da sie aber viele einfache Eigenschaften hat, welche denen der Function 
D (u, «) analog sind, so werden wir auch sie beibehalten. 


Die hier gegebene Zerlegung der allgemeinen Form des Integrales 
/P /[Odxdz in seine einfachsten Bestandtheile enthält ungefähr die Resul- 
tate der ersten Abhandlung von Hill; denn die daselbst untersuchten all- 
gemeinen Formen /PIQdx und / PArctangQ@dx sind beide in der obi- 
gen Form enthalten. Den einfachsten Fiunctionen aber, welche in dieser 
Form enthalten sind, haben wir etwas andere Gestalten geben müssen, 
nicht nur weil so die Eigenschaften derselben einfachere Ausdrücke anneh- 
men, sondern auch um die Analogie mit den später zu entwickelnden loga- 
rithmischen Integralen von höheren Ordnungen zu erhalten. 
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S. 2. 
Wir entwickeln nun zuerst die Grundformeln für die Function A(x); 


denn wenn gleich dieselbe nur ein specieller Fall von D(x,«) ist, so 
dient sie doch der ganzen Theorie der logarithmischen Integrale zweiter 
Ordnung zur Grundlage, da die Grunformeln der Functionen D(z, «) und 
E(x, «) sich leicht aus denen der Function A(&) entwickeln lassen. Die 
im $. 1. gezeigte Zierlegung des Integrals /P /O dx dz in seine einfach- 
sten Bestandtheile giebt hier sogleich eine Metlode, welche hinreicht, eine 
unendliche Zahl von Formeln für die Function A(x) zu finden. Setzt 


man nämlich statt & irgend eine rationale Function c von der Art, dafs 


p, q und p-+-g nur reale F'actoren (2). Grades enthalten, so hat man 


Zerlegt man nun dieses Integral nach der oben gezeigten Methode in seine 
einfachen Bestandtheile, so erhält man 4A (2) ausgedrückt durch ein Aggre- 


gat derselben Functionen A und durch Logarithmen, welche alle real sind, 
indem wir vorausgesetzt haben, dafs p, g und 9-+9g nur reale Factoren 
ersten Grades enthalten sollen. Die einfachsten Formeln dieser Art wird 
man unstreitig erhalten, wenn man für p und g ganze rationale Functionen 
ersten Grades nimmt. Es sei deshalb p=a+tbr, g=c+dzx, so wird 

= fı@ (bc—ad)dx 

so wird dieses Integral in folgende vier zerlegt : 
c+dx a+c+(b+d)x 
la+bx).d.dx + I(c-F-dx).d. 
c+dx c+-dx 

Drückt man diese vier Integrale einzeln durch die Function 4 und durch 
Logarithmen aus, so erhält man, nach einigen leichten Beductionen des loga- 
rihmischen Theiles, 


me € + Const. 
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Die grofse Allgemeinheit dieser Formel, welche fünf von einander unab- 
hängige, nach Belieben zu bestimmende Gröfsen enthält, ist nur scheinbar, 
da die Anzahl dieser Gröfsen durch passende Substitutionen sich auf zwei 


einschränken läfst. Setzt man nämlich =—z, =Yy, er- 


hält die Formel die einfachere Gestalt: 
1—z\? 


Nimmt man Const. = — 1(—y)—C und verwandelt wieder z in x, so 
kann man die Formel auch so darstellen: 


= N + 2)’ + C. 
Die Constante Ü in dieser F'ormel ist von x unabhängig. Da man aber x 
und y mit einander vertauschen kann, ohne dafs die F'ormel sich änderte, 
so mufs diese Constante auch von y unabhängig sein, und deshalb ist sie 
rein numerisch. Ehe wir diese Constante allgemein bestimmen, wollen wir 
den speciellen F'all betrachten, wo y=x ist. Für diesen geht die Glei- 
chung, über in 


= 24—z)+2Ae)+C. 
Setzt man zur Bestimmung der Constante 2=0, so erhält man C= 0; und 
dieser Werth mufs in dem ganzen Intervalle von =—» bs 
gültig sein, weil in demselben keine Discontinuität eintritt. Man hat daher 
1. = 2412) +2Ale). 

Um nun die Constaute der allgemeineren Formel zu bestimmen, mufs 
man zunächst bemerken, dafs die Continuität der darin vorkommenden 
Functionen unterbrochen wird, sobald 1—z oder 1—y aus dem Positiven 
in's Negative übergeht, und umgekehrt‘; sobald aber die Continuität unter- 
brochen wird, kann auch die Constante der Integration plötzlich ihren 
Werth ändern. Deshalb sind hier vier Fälle zu unterscheiden, für welche 
die Constante besonders zu bestimmen ist; 1) wenn 1—x positiv und 
1—y positiv, 2) wenn 1— x positiv und 1—y negativ, 3) wenn 1—x 
negativ und I—y positiv, 4) wenn negativ und 1—y negativ ist. 
In dem ersten Falle findet man, indem man z=0 und y=0 setzt, auch 
C=0. In dem zweiten Falle setze man z=0 und y=2?, so wird 

—= —2.1(—?), und man findet denselben Werth der Constante für den dritten 
Fall, wenn man z2=?2 und y=0 setzt. Um endlich die Constante für den 
vierten Fall zu bestimmen setze man =? und y=2, wodureh man erhält 
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A—4) =2 4(—2)-#2.4(2) +C. Dieser Werth der Constante wird vermöge 
Formel (1.) za ©=0. Die Constante der allgemeinen F'ormel hat also nur 
die beiden verschiedenen Werthe C=0 und C=—2.41(—2), und zwar 
den ersten, wenn 1—z und 1—y gleiche Vorzeichen haben, den zweiten, 
wenn die Vorzeichen dieser Gröfsen verschieden sind, oder, was dasselbe 


‚ist: erist C=0 wenn positiv und Ü= —2.4(—?) wenn ne- 


galiv ist. Setzt man in der allgemeinen F'ormel für den zweiten dieser 
Fälle 1-z=+w und I—-y=—w und nimmt w unendlich klein, so 
erbält man C=—3 4(—1). Es ist daher 24(—2)=3 1(—1), und da 


sit Wir haben daher 


6 >: 
folgende Grundformel für die Function 4: 
1— 1— 
wo C=0 wenn = positiv und =-% wenn m negativ ist. 


Diese F'ormel stimmt mit derjenigen überein, welche Hill in seiner zweiten 
Abhandlung aufgestellt und durch Differenziiren bewiesen hat. Da aber 
nach der von Hill gewählten Definition der Function A(z) dieselbe imaginär 
wird, sobald 1—r negativ ist, so konnte er nur den einen Fall betrach- 
ten, wo 1—z und 1—y beide positiv sind. In dieser Formel sind alle 
bisher bekannten Eigenschaften der Function A(x) als specielle Fälle ent- 
halten; welche wir jetzt aus derselben ableiten wollen. 


Setzt man y= - und verwandelt sodann z in —r, so erhält man 


2 
wo K =—7 wenn x positiv und K= T 


Setzt man y=0, so erhält man 


| 2 
wo K=0 wenn 1—x positiv ud K=7, wenn 1—x negativ ist. 


Verwandelt man hierin x in 1— x, addirt die so erhaltene Formel zu je- 
ner und verwandelt die Summe der beiden Functionen 4(22-) +4?) 
nach F'ormel (3), so erhält man 
11 * 


wenn negativ ist. 


< 
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Subirahirt man ferner (4) und (5) von einander und verwandelt x in 1—z, 
so hat man 
1—x 


wA= z wenn x positiv und K=— T wenn x negativ ist. 


Verwandelt man endlich hierin wieder x in et so hat man 


Aa) —A (773 = x) — +K; 
w K= _ı wenn 1—x positiv und K= + - wenn 1— x negativ ist. 


Diese Gleichungen (3 bis 7), welche wir aus der allgemeinen Formel (2) 
abgeleitet haben, enthalten die einfachsten Eigenschaften der Function A(x)» 
indem sie nur zwei solche Functionen mit einander verbinden, deren Summe 
oder Differenz sich durch Logarithmen ausdrücken läfst. Durch dieselben 


kann man aus dem einen bekannten Werthe der Function 4—1) = — 


noch mehrere andere Werthe dieser Function ableiten. Setzt man in For- 
mel (1) so hat man 24H) +4) =0, alo 
Setzt man weiter in der Formel (5) x=2, so hat man A(—?) = 


— 41(+1), also = Setzt man endlich z= 4 in Formel (5), 


so it A—4)=4(49’+ 1 Aufser diesen lassen sich noch einige an- 
dere besondere Werthe der Function A(x) durch Logarithmen und durch 
v5 


die Zahl x ausdrücken. Nimmt man nämlich x = > welchen Werth 


ich kurz durch r bezeichne, so ist "= 1—x, = =r: also erhält man 
durch Formel (4) und (5) | 
= 241(—r) 
dr) = +T, 
woraus durch Elimination des 1(—r?) folgt: 
34-n)+24r) = 
Ferner giebt F'ormel (6), wenn z=r geseizt wird, 
— Ar) = 
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und aus diesen beiden Gleichungen erhält man sogleich die Werthe von 
und A(+r), nämlich: 


Hieraus aber kann man durch Anwendung der Formeln (3 bis 7) leicht fol- 
gende ableiten : 


Einige m Formeln, welche als specielle Fälle in der F'ormel (2) 


enthalten sind, in denen aber mehr als zwei Functionen A vorkommen, 
sind folgende : 


8. 


2 


wo K=0 wenn 1—x positiv und K =—- wenn 1— x negativ ist. 


10. = 24°) +24 + K; 


2 
wo K=0 wenn 1—x positiv und K=—7 wenn I—x negativ ist. 


1— x 


1— 1— 
wo K=0 wenn = positiv ud K=— — Wenn negativ ist. 


Die Formel (8) ist aus (2) entstanden, indem x in 2x verwandelt und 
y=2—2x gesetzt worden ist, und die F'ormel (9) durch den besonderen 
Werth = 1—x, mit Zuziehung der Formeln (3) und (5). Ferner ist (10) 


aus (2) entstanden, indem x in 5 verwandelt und „= 35 gesetzt 


worden ist, und Formel (11) durch den besonderen Werth y=—x, mit 
Anwendung von Formel (1). Uebrigens ist klar, dafs sich diese Formeln 
aufserordentlich vervielfältigen lassen, da dem y in der allgemeinen For- 
mel alle beliebigen Werthe gegeben werden können. Man kann aber auch 
die in diesen Formeln vorkommenden F'unctionen A mit Hülfe der obigen 
fünf einfachen Gleichungen umformen, und diese Verwandlungen lassen 
sich auch mit der allgemeinen Formel (2) selbst vornehmen, so dafs sie 
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viele verschiedene Gestalten annimmt. Verwandelt man z. B. die vierte 
und fünfte Function 4 dieser Formel nach F'ormel (4), so erhält man 


wo immer K = 0, mit Ausnahme des Falles, dafs 1—x und 1—y gleiche 
Vorzeichen haben und 1— xy das entgegengesetzte von dem wenn K=7? ist. 

Besonders merkwürdig ist folgende Umgestaltung der Formel (2), bei 
welcher der logarithmische Theil ganz verschwindet. Um dieselbe zu erhalten 


verwandie man in der F'ormel (2) zunächst y in n Dieses giebt 


Ferner verwandle man in dieser Formel wieder x in und y ia 
an, so erhält man 


1— x(1— 

Addirt man jetzt diese beiden Formeln und die ursprüngliche (2) und 
führt die Vereinfachungen aus, welche die Formel (3) gewährt, se er- 
hält man 


13. = 


—xr) 


und. es ist Ü= 0, mit Ausnahme des Falles, wenn y und 1—r beide ne- 


gativ sind, für welchen Fall C= —?z° ist. Setzt man in dieser Formel 


x —tanga.tangß, all so nimmt sie folgende Gestalt an: 


14.  Altang’a) + Altang’ß) + Altaug’(a+P)) = 
24—tangatangß) +24(—tangatang(a+ß)) +2 A(—tangßtang(a+ß))+C, 
wo C=0 ist, mit Ausnahme des Falles, dafs tanga und tangß gleiche 
Vorzeichen haben und tang(&+-ß) das entgegengesetzte von dem wenn 
C=—?r ist. Einen einfachen speciellen Fall der Formel (13) erhält 
man, wenn man y=—-1 setzt, nämlich ° 
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15. = + 24-0) + 


wo C=0 wenn 1—x positiv und Ö=— 27? wenn 1—x negativ ist. 


Alle bisher gefundenen Formeln haben wir dadurch abgeleitet, dafs 
wir in dem Integrale, welches die Function A(x) darstellt, statt x eine 
rationale gebrochene Function ersten Grades sukstituirt und das Inie- 
gral sodann nach der allgemeinen Methode der Zerlegung in mehrere an- 
dere zerfället haben. Wir haben ferner bemerkt, dafs die Methode mit 
demselben Erfolge auch angewendet werden kann, wenn für x irgend eine 
rationale Function von höherem Grade gesetzt wird. Wählt man hierzu 
die allgemeine Form einer rationalen gebrochenen Function zweiten Gra- 
des, so erhält man eine andere noch allgemeinere Formel als die For- 
mel (2), in welcher, wenn die überflüssige, nur scheinbare Allgemeinheit, 
welche die vielen von einander unabhängigen Gröfsenzeichen anzeigen, 
durch passende Substitutionen aufgehoben wird, noch vier von einander 
unabhängige Quantitätlen übrig bleiben, die aber nicht weniger als 25 be- 
sondere Functionen 4 enthält. Beschränkt man sich hierbei auf speciellere 
Fälle, so vermindert sich zwar bei passender Bestimmung einer oder meh- 
rerer der unabhängigen Gröfsen die Anzahl der in der Formel enthalte- 
nen Functionen A beträchtlich: aber die einfachsten speciellen Fälle sind 
immer nur diejenigen, für welche die rationale Function zweiten Grades 
in eine ersten Grades übergeht; welche Fälle also schon in den hier ge- 
fundenen Formeln enthalten sein müssen. Wir wollen deshalb diese For- 
mel, welche eine rationale Function zweiten Grades giebt, und um so mehr 
die höheren Graden entsprechenden übergehen und es bei den oben gefun- 
denen Formeln, welche die einfachsten Eigenschaften der Function A1(x) 
ausdrücken, bewenden lassen. 


$. 3. 
Wir haben nun noch zu zeigen, auf welche Weise die Werthe der 
Function A(x) zu berechnen sind, und wollen deshalb zunächst den Gang 


dieser Function genauer untersuchen. Da der erste Differenzialquotient 


derselben, von bis negativ ist, bis 


x = +-% aber positiv, so nimmt die Function 4(x) in dem ganzen ersten 
Intervalle continuirlich ab; in dem zweiten Intervalle aber nimmt sie con- 
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tinuirlich zu, und für =1 hat sie ihr Minimum Ay=— erreicht. 


Da ferner 4(0)=0 ist, so folgt, dals A(x) für alle negativen Werthe des x 
positiv, für positive Werihe des x aber A(x) anfänglich negativ ist, bis es, 
wenn x wächst, wieder positiv wird und dann mit x zugleich ins unendliche 
wächst. Für sehr grofse positive Werthe des x ist nämlich A(x) sehr 


nahe gleich — und für sehr grofse negative Werthe des sehr 


nahe gleich 4 !— x)’ + wie unmittelbar aus der F'ormel (3) hervorgeht. 


Damit man sich von dem Gange dieser Function eine genauere Vorstellung 
bilden könne, haben wir folgende Werthe derselben berechnet. 
A(0) = 0,00000000000, A— 1) = 1,64493406685. 
= — 082246703342. A— 2) = 2,46740110027. 
A(2) = — 0,67524635647. A— 3) = 3,08168043373. 


A(3) = — 0,41637539993. 
= — 0,13878509442. 
A065) = + 0,13444649368. 
4(6) = + 0,39666088475. 
A(7) = + 0,64624435589. 
4(8) = + 0,88332406176. 


A— 4) = 3,58430948761. 
A(— 5) = 4,01487386385. 
A— 6) = 4,39421319291. 
A— 7) = 4,73487611794. 
A— 8) = 5,04509611128. 
A— 9) = 5,33061006760. 


A(9) = + 1,10863277949, A(—10) = 5,59559784509. 
A4(10) = + 1,32308002285. A(—11) = 5,84321195371. 
Der zweite Werth des x, für welchen A(x)=0 wird, liegt, wie man aus 
dieser Tabelle sieht, zwischen 4 und 5: derselbe ist, wie wir durch ge- 

naue Rechnung gefunden haben, A(x)=0 für x = 4,50374185563. 


Die Berechnung der numerischen Werthe der Function A(x) wird. 
durch die oben gefundenen Formeln aufserordentlich erleichtert. Zunächst 
zeigen dieselben, wie alle diese Functionen sich auf andere reduciren las- 
sen, für welche x in dem Intervalle =0 bis e=—4, oder auch in 
dem Intervalle —4 bis = liegt. Durch die Formel (3) kann man 
zunächst jede Function A(x), in welcher x, vom Vorzeichen abgesehen, 
gröfser als 1 ist, in eine andere verwandeln, in welcher x kleiner als 1 
ist; es bleibt also nur das Intervall = —1 bis = +1. Durch die For- 
mel (4) wird ferner jede Function A(x), in welcher x in den Grenzen 
x—=+1 bis «= 0 liegt, in eine andere verwandelt, in welcher x in den 
Grenzen = —1 bis x=0 liegt; und dieses Intervall wird endlich durch 
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die Formel (5) auf die Hälfte reducirt, so dafs man also die Function ./ (x) 
nur für diejenigen Werthe des x besonders zu berechnen hat, welche in 
den Grenzen bis liegen. Das Intervall bis O läfst 
sich vermittelst der gefundenen Formeln weiter einschränken, auf —1 bis 0, 
dieses wieder auf —} bis O und dieses wieder auf —+ bis O0 und so fort 
in's unendliche: oder es läfst sich jede Function 4(x) durch andere solche 
Functionen ausdrücken, deren Elemente negativ sind und von O so wenig 
verschieden, als man nur will. Um dies zu zeigen, nehme ich die For- 
mel 4— x’) =2A4A—x)+?2A(x) und verwandele in derselben x) 
nach der F'ormel (4), wodurch ich erhalte 


16, A(z) = ) —1(11—r))’, 


x 


wenn 1—x positiv ist. Mit Hülfe dieser Formel wird jede Function (x), 
deren Element x in den Grenzen —4 und —+} liegt, durch zwei andere 
ausgedrückt, deren Elemente in den Grenzen —4 und O liegen. Ferner 
wird durch dieselbe Formel jede Function A(x), deren Element x in den 
Grenzen —4 und —4+ liegt, durch zwei andere ausgedrückt, Jeren Ele- 
mente in den Grenzen —4 und O liegen. Von diesem Intervalle wird 
wieder der Theil zwischen —} und —4# durch den anderen Theil be- 
stimmt, und es werden so nach einander noch von dem Intervalle — } bis 0 
die einzelnen Intervalle —3 bis — 4}, —4 bis u. s. w. abgesondert. 


so dafs nur das Intervall _. bis O bleibt, in welchem man n so grofs 


machen kann, als man will. Es liefse sich, wie man leicht sieht, hierauf 
eine Methode der näherungsweisen Berechnung der Function f(x) grün- 
den, welche jedoch von keinem practischen Nutzen sein würde, da die 
Annäherung an den Grenzwerth 4(0) viel zu langsam ist. Kine oder 
zwei solche Reductionen aber, welche das Element x der zu berechnenden 
Function kleiner als —4 oder kleiner als — 14 machen, werden in vielen 
Fällen förderlich sein, da die Function A(x) am leichtesten durch eine 
einfache, nach Potenzen von x geordnete Reihe berechnet wird. 

Um die Reihen- Entwickelungen des Integrals f(x) zu erhalten, ver- 
wandle ich dasselbe durch theilweise Integration in 


Wird nun Z(1+x) in eine Reihe entwickelt und die Integration ausgeführt, 


so erhält man 
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17. Aa) = —...) 
in den Grenzen —1 bis = +1. Aus dieser Reihen -Entwickelung 
erhält man sogleich noch fünf andere, indem man mit Hülfe der fünf ein- 
fachen Gleichungen (3 bis 7, $. 2.) die Function A(x) umformt und als- 
dann durch eine passende Substitution für x, 4(x) wieder herstellt. Diese 
Reihen sind 


18. = K+lelli+2) + — 
w K= ist, inden Grenzen +1 bs +», 


2 


ud AÄ= in den Grenzen — obs = —1; 
in den z=—?2bis =0; 


wo = ist, in den Grenzen = 0 


ud X = in den Grenzen x = bis x = —2; 
21. Aa)= 


in den Grenzen x = bs = +»; 
2 2 $ 
in dn Grezn = — obs 
Diese Reihen-Entwickelungen dienen zur unmittelbaren Berechnung |der 
Function A(x) für alle möglichen Werihe des x, und zwar dienen die Reihen 
(17) und (21) vorzüglich für den Fall, wenn x dem Werthe O nahe liegt; 
die Reihen (19) und (22) für den Fall, wenn x dem Werthe —1 nahe 
liegt, und die Reihen (18) und (20) für grofse poßitive und negative 
Werthe des x. 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte.) 
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6. 


Beiträge zur Combinationslehre und deren Anwen- 
dung auf die Theorie der Zahlen. 


(Von Herrm Dr. Stern in Göttingen. ) 


Erste Abhandlung, 


1. 


In Y9ten Bande dieses Journals (S. 111 u f.) hat Herr Prof. Möbius 
einige sehr merkwürdige Sätze mitgetheilt, welche sich auf das Verhält- 
nifs der Anzahl der Gruppen in den geraden und ungeraden Classen der 
Variationen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen und zu bestimm- 
ten Producten beziehen. Die Untersuchung ist dadurch sehr erleichtert, 
dafs man die Anzahl der Gruppen, die in irgend einer Variationsclasse 
zu bestimmten Summen vorkommt, leicht angeben kann. Aus diesem Grunde 
kann man auch einige ähnliche Sätze ohne Schwierigkeit ableiten, wie 
z. B. folgende. Bei den Combinationen ohne Wiederholung ist die An- 
zahl der Gruppen in den geraden Classen um 1 kleiner als die in den 
ungeraden. Nennt man nemlich D den Unterschied der Anzahl der Grup- 
pen, die in den ungeraden und geraden Classen vorkommen, so hat man 
für n Elemente 


= 1— = 


Ungleich schwieriger wird dagegen die Untersuchung über dieses Ver- 
hältnifs bei den Combinationen zu bestimmten Summen. Die Frage, wie 
man die Anzahl der in irgend einer Combinationsclasse vorkommenden 
Gruppen durch eine allgemeine, unabhängige Formel bestimmen könne, wird 
in den mir bekannten Werken über Combinationslehre entweder gar nicht 
berührt, oder es wird bemerkt, dafs eine solche Formel nicht vorhanden 
sei”). In der That kann aber diese Frage sehr einfach beantwortet wer- 
den; was ich hier zuerst zeigen will. 


*) Weingärtner (Lehrbuch der combinatorischen Analysis Th. I S. 296) sagt 
sogar, dafs sich schwerlich eine solche Formel geben lasse. 
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2. 
Ich bezeichne die Combinationen ohne Wiederholung zur Summe rn 


und zur Classe 4 durch cl, ihre Anzahl durch "Ö; die Anzahl der 
Combinationen aus allen Classen durch "C'; die Combinationen mit unbe- 


schränkter Wiederholung zur Summe 2 und zur Classe g durch dl, ihre 
Anzahl durch 0"; die Anzahl der Combinationen aus allen Classen durch 
"C’. Ferner bezeichue ich durch - die gröfste ganze Zahl, die in dem 


Bruche — enthalten ist; mithin, wenn _ selbst eine ganze Zahl ist, so ist 


r r 


eben so bedeute die gröfste ganze Zahl die in dem 


enthalten ist. 


Bruche 


Aus der bekannten Gleichung 
folgt unmittelbar diese andere 
welche abbricht, sobald man an ein Glied nrg-1Q kommt, ‚in welchem 


n—rg—1 Null oder negativ ist. Es ergiebt sich sogleich "C’=1. Um 
aber "C’ zu finden, hat man bisher zwei Fälle unterschieden, und gerade 
hierin liegt der Grund, weswegen man keine allgemeine Formel finden 
konnte, Ist nemlich n eine gerade Zahl, 2m, so hat man — m ist 


dagegen n=2m-+1, so hat man ?"*"C= m. Nach der oben angegebenen 
Bezeichnung dagegen lassen sich diese zwei Fälle in einen zusammen- 
ziehen und man hat 


3. = 


Hieraus ergiebt sich mittelst der Formel (2) 


n—1l,n—4 


Das allgemeine Glied dieser Reihe ist et), und die Reihe bricht ab, 
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sobald A=" ; 


3 Ist. Drückt man daher den Werth von 752 durch ein 
combinatorisches Aggregat aus, so = man 


n—1 2 


0, 


Aus dieser Formel ergiebt sich der Werth von "0" durch wiederholte 
Anwendung der Formel (1). Es ist nemlich 


0, 
also 


Eben so findet man 


2 


n—L n—1 


T 


und | 


us .... zer 2 


welches die gesuchte unabhängige Formel für die Combinationen mit unbe- 
schränkter Wiederholung ist. 


Stait dieser Formel kann man auch die fol- 
gende schreiben : 
0, 0, | 


Soll z. B. die Anzahl der Combinationen mit unbeschränkter Wiederholung 
zur sechsten Classe und zur Summe 15 gefunden werden, so hat man 


0,1 0,2 0,2 0,3 


11, 11—3 , 11—2.3 , 11—3.3 
4 
11—5 11 — 6 11—(3+6 


2 2 2 
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4. 


Bekanntlich kann man auch die Summe der Anzahl der Combinatio- 
nen mit unbeschränkter Wiederholung, die in mehreren auf einander folgen- 
den Classen, von der ersten an gerechnet, enthalten sind, dadurch finden, 


dafs man sie auf die Anzahl der Combinationen einer einzigen Classe zu- 
rückführt, und zwar ist 


mithin kann auch diese Summe auf eine unabhängige Weise gefunden werden. 
Besonders ist der Fall interessant, wenn man die Anzahl der Combinatio- 
nen aus allen Classen sucht. Alsdann ist 


n - k | 


1 
eine Reihe giebt, in welcher der zu x" gehörende Coefficient ="([" ist, 
so kann vermittelst der Formel (10) das allgemeine Glied dieser Reihe 
dargestellt werden; was bis jeizt noch unbekannt war. 


Da nun, wie bekannt, die Entwickelung des Ausdrucks 


5. 


Es ist nun leicht, auch die Anzahl der Combinationen ohne Wieder- 
holung zu einer bestimmten Summe und Classe durch eine unabhängige 
Formel zu finden. Denn bekanntlich ist 


mithin nach (10) 


1 
q 3 


Man kann übrigens eine ähnliche Formel auch unmittelbar aus der 
Natur der Combinationen ohne Wiederholung ableiten. Man hat nemlich 


13. de 
Nun ist 


2 


r r 
= "HC; 
1,9 
- 
= 
3 
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mithin 
n—7 , n—10 n—1- 3% 
—— 2 + —— p) > 2 
Eben so 
und allgemein 


Man sieht übrigens leicht, dafs die Formeln (18) und (14) iden- 
tisch sind. Da nun, wie bekannt, in der Entwickelung des Productes 
1+x.1+x°.1+2°.... der zu x” gehörende Coefficient = "C ist, so kann 
man auch das allgemeine Glied dieser Reihe mit Hülfe der Formel (12) 
oder der Formel (14) darstellen. 


Man kann die vorhergehenden Formeln auch von den Summen- 
zeichen befreien. Da man jedoch hiebei auf sehr verwickelte Ausdrücke 
kommt, so will ich den zu befolgenden Weg nur an einem einfachen Bei- 
spiele erläutern. Man hat bisher sechs verschiedene Formeln nöthig ge- 


3 
habt, um den Werth von "C’ anzugeben: dieser Werth läfst sich aber durch 
eine einzige entwickelte F'ormel ausdrücken. In dem Ausdrucke 


k n—(3k+1) 


kommen 7 3 Glieder vor, wenn man nur diejenigen zählt, welche nicht = 0 


sind, also die Endglieder wegläfst, deren Werth $ oder IT ist. Die Zähler 
der einzelnen Glieder sind abwechselnd ee oder ungerade. Ist nun 


— 


— m n—m 
—1. Es sind hier sechs ver- 


ein Zähler n—ım eine gerade Zahl, so ist 


‚„ und wenn n—ın 

| 
schiedene Fiälie zu betrachten, je nachdem in der Form 6m, 6m +1, 
6m +2, 6m+3, 6a +4, 6m-+5 enthalten ist. Im ersten Falle enthält 
die Reihe 2» Glieder, also m mit ungeraden Ziählern; dasselbe gilt für 


eine ungerade Zahl ist, 


1 — 1 — 
q 
>- 
6 
> 
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den zweiten und dritten Fall. Im vierten Falle enthält die Reihe Im -+1 
Glieder. Nun ist der Zähler des ersten Gliedes, also auch der des letzten, 
eine gerade Zahl: mithin sind m Glieder mit ungeraden Zählern vorhanden. 
Im fünften Falle enthält die Reihe wieder 2m +1 Glieder ; von diesen haben 
m--1 Glieder ungerade Zähler. Im sechsten Falle sind unter den 2m-+1 
vorhandenen Gliedern m Glieder mit ungeraden Zählern. Die Anzahl der 


Glieder mit ungeraden Zählern ist also in allen Fällen t2, ausgenommen 


im leizten, in welchem sie 7 ist. Da aber der Ausdruck —_.: 
in allen übrigen Fällen gleich Null und nur dann = 1 ist, wenn 


n=6n-+5 ist, so ist allgemein die Anzahl der ungeraden Glieder 
+7. Mithin ist 


- 


2 


7. 


Die im Vorhergehenden angedeuteten Summenformeln scheinen in- 
dessen nicht geeignet zu sein, um über das in $.1. angedeutete Verhält- 
nifs Aufschlufs zu geben. Dennoch hat schon Euler den wichtigsten 
darauf bezüglichen Satz durch Induction gefunden (Comm. acad. Petr. novi 
T.3.p.159). Er heifst: 


Bei den Combinationen ohne Wiederholung zu einer bestimmten 
Summe ist die Anzahl der in den geraden Ülassen enthaltenen Gruppen 
der Anzahl der in den ungeraden Classen enthaltenen gleich, ausgenom- 


„2 
men wenn diese Summe eine in der Form En enthaltene Zahl (also 


eine Pentagonalzahl) ist: alsdann nemlich enthalten die ungeraden oder 
die geraden Classen eine Gruppe mehr, je nachdem z eine ungerade oder 
eine gerade Zahl ist. 


05 
4 
. 
| 
| 
% 
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Die Richtigkeit dieses Satzes läfst sich leicht vermittelst eines an- 
deren Satzes darthun, den Euler (Comm. acad. Petr. T.13. p. 93) eben- 
falls zuerst durch Induction gefunden, später aber bewiesen hat (Comm. acad. 
Petr. novi T. 5. p.78) und welcher darin kesteht, dafs das unendliche Pro- 
duct .... der Reihe — — 
gleich ist, in welcher Reihe nur die Potenzen vorkommen, deren Expo- 


nenten in der Form ae = enthalten und deren Glieder mit den Coef- 


ficienten (—1)* multiplieirt sind, so dafs also das unendliche Product = 


ist. Das Product ist nemlich nur 


0, 
ein specieller Fall des allgemeineren ...., in 
dessen Entwickelung der Coefficient C, irgend einer Potenz x” der Summe 
der ohne Wiederholung zur Summe r aus den Elementen a,, @, .... ge- 
bildeten Combinationen gleich ist, wenn die einzelnen Gruppen durch Ad- 
dition verbunden werden. Setzt man nun alle Elemente = —-1, so erhält 
jede einzelne Gruppe den Werth -F1, oder den Werth —1, je nachdem 
sie eine gerade oder ungerade Anzahl von Elementen enthält. Da nun, 
unter dieser Voraussetzung, C, verschwindet, wenn r nicht in der Form 


Sr te enthalten ist, so folgt, dafs in diesem Falle €, eben so viele Gruppen 


mit einer geraden Anzahl von Elementen als Gruppen mit einer ungeraden 
Anzahl enthält; und da ferner, unter der Voraussetzung, dafs alle Elemeute 


— —1 sind, C,= +1 wird, wenn rt: ist, so folgt, dafs überhaupt 


32? 
2 
raden Anzahl von Elementen mehr vorhanden sein muls, je nachdem z 
gerade oder ungerade ist; was zu beweisen war. 

( Die Fortsetzung folgt. ) 


in C,, wemr= ist, eine Gruppe mit einer geraden oder unge- 
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T. 


Auszug aus einer der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin am 5 März 1840 vorgelesenen 
Abhandlung. 


(Von Hrn. Prof. G. Lejeune Dirichlet.) 


Die vorgelesene Abhandlung ist als die Fortsetzung einer früheren zu 
betrachten, welche in dem Jahrgange von 1837 gedruckt ist und worin 
der ersie strenge Beweis des Satzes gegeben worden ist, dafs jede arith- 
metische Reihe, deren erstes Glied und deren Differenz ganze Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Factor sind, unendlich viele Primzahlen enthält. In der 
neuen Abhandlung wird dieser Satz auf quadratische Formen, d. h. auf Aus- 
drücke von der Gestalt ax°-+2bry-+cy” ausgedehnt, die jedoch der Be- 
sehränkung unterworfen werden müssen, dafs die darin enthaltenen bestimm- 
ten Zahlen a, 2b, c keinen gemeinschaftlichen Factor haben. Die Principien, 
auf welchen der Beweis dieser Eigenschaft beruht, obgleich im Wesentlichen 
mit denjenigen übereinstimmend, wovon in der angeführten Abhandlung Ge- 
brauch gemacht worden ist, bedürfen zum Behufe dieser neuen Anwendung 
einiger Modificationen, welche wir an einem speciellen Falle anzudeuten 
versuchen wollen. Es ist dies der Fall, wo die Determinante eine nega- 
tive Primzahl —p ist, welche, abgesehen vom Zeichen, die Form 4n +3 
hat, und wo diese Determinante zugleich zu den sogenannten regelmäfsigen 
gehört (determinans regularis, Disg. arith. art. 306. VI.). 

Es sei A=2A-H1 die Anzahl der verschiedenen Formen, welche 
für die Determinante —p statt finden, und welche unter der gemachten 
Voraussetzung sich alle aus einer derselben ®, durch successives Zu- 
sammensetzen bilden lassen. Diese F'ormen, welche wir durch ® bezeich- 
nen und durch Indices von einander unterscheiden wollen, lassen sich dann 


immer in folgende Ordnung bringen: 


welche Reihe als in sich zurückkehrend zu betrachten ist, so dafs auf 9, 


Pr 
E 
Pr 
. 
ur 
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wieder ®_; folgt, und wo jede Form aus der vorhergehenden und der 
Form P, zusammengesetzt ist, ®, die Hauptform z?-++py? bedeutet, und ent- 
gegengesetzten Formen, wie und — 
entgegengesetzte Indices entsprechen. 

Theilt man die Gesammtheit der positiven ungeraden Primzahlen 
(p ausgenommen) in zwei Classen, wovon die ersie alle diejenigen enthält, 
in Bezug auf welche —p quadratischer Rest ist, die zweite alle übrigen 
umfafst, und bezeichnet die in den beiden Classen enthaltenen Zahlen all- 
gemein respective mit f und g, so lassen sich bekanntlich die Primzahlen 
der ersten Classe ausschliefslich durch die Formen (1) darstellen, und zwar 
ist jede Primzahl f fähig durch zwei entgegengesetzte Formen, wie ®, 
und ®_,, und nur durch diese ausgedrückt zu werden; wobei es sich von 
selbst versteht, dafs für y=0 diese beiden Formen sich auf die Hauptform 
reduciren. Der doppelte Werth +y soll nun der Index von f heifsen. 


Es sei ferner zu, wo 7 die gewöhnliche Bedeutung hat, £ ir- 


gend eine der Zahlen 


5: 0, 1, 2, .... A 
und endlich s eine positive die Einheit übertreffende Gröfse ist, so findet 
folgende Gleichung statt, deren Wahrheit leicht aus den bekannten Sätzen 
über die Zusammensetzung der Formen folgt: 


AN 


1 1 
gr 

In dieser Gleichung bezieht sich das erste Multiplicationszeichen auf 
alle Primzahlen g, das zweite auf alle 5 und + ist der jedesmalige Index 
von £ Was das Zeichen 3 betrifft, so bedeutet dasselbe, dafs man in 
der quadratischen Form, vor welcher es steht, den unbestimmien Zahlen 
x und y alle Systeme positiver oder negativer Werthe von solcher Be- 
schaffenheit beilegen mufs, dafs der entsprechende Werth der Form unge- 


rade und nicht durch p theilbar wird. 


Setzt man zur Abkürzung ll = @ und bezeichnet die zweite 


Seite mit Z,, nimmt dann die Logarithnen von beiden Seiten und ent- 
wickelt jeden der Logarithmen, welche f enthalten, nach der bekannien 
Formel 


| | 
| >“ 
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“ 
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— log1—?zcosa +2?) = + cos? 2a + ete. 
so erhält man 


+42 957° + = — }log@ +4 logZ.. 
Diese allgemeine Gleichung enthält, wie die frühere, A\-H1 beson- 
dere Gleichungen, welche den verschiedenen Werthen (2) von { entsprechen. 
Bezeichnet u eine der Zahlen 1, 2, .... A, und addirt man diese 
besonderen FE RN nachdem man sie der Reihe nach mit 1, 2c0osuw, 


2 multiplicirt hat, so kommt 
3. +42 etc. = (log L,+ 2cosuwlogZ, 


wo die erste Summation auf alle Primzahlen auszudehnen ist, deren Index 
+4 ist, die zweite auf diejenigen, deren doppelt genommener Index = +u 
(mod. 7) ist, u. s. w. 

Für «=0 erhält man durch gen Verfahren 


wo die Summation sich resp. über alle Primzahlen erstreckt, deren Indices 
resp. mit 1, 2, .... multiplieirt, durch 4 theilbar werden. 

Die Gleichungen (3) und (4) gelten, wie diejenigen, aus welchen 
sie abgeleitet sind, für jeden Werth von s, welcher —>1. Setzt man daher 
s=1-+-_, wo o positiv angenommen ist, so kann man die Veränderliche o 
unendlich klein werden lassen. Untersucht man nun die unter dem Loga- 
rithmenzeichen vorkommenden Ausdrücke in dieser Voraussetzung, so fin- 
det man durch sehr einfache Betrachtungen, die jedoch hier nicht ausge- 
führt werden können, dafs Z, unendlich wird, dafs hingegen Z,, wenn £ 
nicht den Werth O hat, sich einer endlichen, von der Null verschiedenen 
Grenze nähert und dafs dieselbe Eigenschaft dem Producte @ zukommt. 
Aus diesem Resultate folgt sogleich, dafs die zweite und also auch die 
erste Seile von jeder der Gleichungen (3) und (4) für ein unendlich klei- 
nes g unendlich grofs wird, und daun ferner, wie in der früheren Abhand- 


aus unendlich vielen Gliedern besteht, oder, 


1 
was dasselbe ist, dafs jede der Formen (1) eine unendliche Anzahl von 
Primzahlen enthält. 


lung, dafs die Summe 2 


| 

zu 

23 

| 

= 

35.80 

3 

= 
= 
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8. 


Von dem Krümmungs- Schwerpunete ebener Curven. 
(Von Hrn. Prof. Steiner zu Berlin.) 


(Auszug aus einer am 5. April 1838 in der hiesigen Akad. d. Wissensch. gehaltenen Vorlesung.) 
(Fortsetzung des Aufsatzes No. 3. im vorigen Hefte, ) 


- 


Von Figuren, die durch rollende Bewegung erzeugt werden. 


A. Wenn eine gegebene Figur ® auf einer festen Geraden G rollt. 


$S. XXVIL 


Roi ein beliebiges convexes Vieleck ®, z. B. das Fünfeck ABCDE 
(Fig. 6.) auf einer festen Geraden @, bis es sich gauz umgedreht hat, — 
wobei seine Seiten alle nach- und nebeneinander auf die Gerade @ zu 
liegen kommen und das Vieleck zuletzt wieder auf derselben Seite steht, 
wie anfangs, so dafs also die Sirecke AA, seinem Umfange gleich ist, — 
so beschreibt jeder mit dem Vielecke fest verbunden-gedachte Punct P 
eine Linie PP,P,P,P,P,, die aus so vielen Kreisbogen zusammengesetzt 
ist, als das Vieleck Seiten hat. Und zwar haben diese Kreisbogen PP,, 
P,P,, .... P,P, die Puncte A, B,, C,, +»... E,, in welchen die Ecken 
A,B,.... E des Vielecks ® auf die Gerade @ treffen, zu Mittelpuncten, 
die Strahlen a, Bd, c, d, e, welche den Punct P mit den Ecken A,B,C, .... 
des Vielecks verbinden, zu Radien, und zu Centriwinkeln die Nebenwinkel 
A,B,C,D,E der an diesen Ecken gelegenen Winkel des Vielecks. 
Die Linie PP,P,.... P, und die drei Geraden AP, AA, und A,P, be- 
grenzen eine Figur APP, .... P,A,, welche als aus folgenden Theilen 
zusammengesetzt betrachtet werden kann: 1) Aus einer Reihe von (n) 
Dreiecken AP,B,, B,P,C,, .... E,P,A,, welche beziehlich den Dreiecken 
APB, BPC,.... EPA gleich sind, in die das gegebene Vieleck ® durch 
die Strahlen a, Bd, .... e zerfällt wird, so dafs die Inhaltssumme jener 
Dreiecke dem Inhalte dieses Vielecks gleich ist; und 2) aus einer gleichen 
Anzahl von Kreisseetoren, deren Mittelpuncie, Radien und Centriwinkel 
bereits näher angegeben worden sind. Diese Figur APP,P, .... P,A, 
soll fortan „von dem Puncte P beschrieben” heilsen. Bezeichnen wir sie 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hit, 2. 14 
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oder ihren Inhalt mit W, so erhellet aus dem Gesagten, dafs: 
63. W= = 


wobei A, B, C,.... die genannten Nebenwinkel des Vielecks ®, in 
Zahlen ausgedrückt, sind. 


Nach ($. VII) läfst sich die vorstehende Gleichung in folgende 
umwandeln: 
4. +4 A-B+CH...), 
wo $ die Strahlen sind, welche einen in Rücksicht des 
Vielecks ® bestimmten eigenthümlichen Punct S mit den Ecken 4, B, C, .... 
desselben und mit dem Puucte P verbinden. 


Bemerkt man, dafs nach ($. XVII. 32.): 
65. =?7, 
so folgt (64): 
6. 
und daher für den Inhalt w der von dem Puncte S beschriebenen Figur, 
für welchen s=0 ist: 
6. 
woraus in Verbindung mit (66) endlich folgt: 
8. W=wHrrs. 

Aus allem zusammen ergeben sich folgende Sätze : | 

a) „ABRollt ein beliebiges convexes Vieleck B in einer Ebene auf 
einer festen Geraden @, bis es sich ganz umgedreht hat, so giebt es 
einen eigenthümlichen Punct S, der unter allen mit dem Vieleck fest ver- 
bundenen Puncten P die dem Inhalte nach kleinste Figur w beschreibt. 
Dieser ausgezeichnete Punct S ist der Schwerpunct der Ecken des ye- 
gebenen Vieleckes B®, wenn denselben die respecliven Nebenwinkel des 
Vieleckes als Covefficienten zugeordnet werden.’ 

b) „Jeder andere Punct P beschreibt eine Figur, deren Inhalt W 
gerade um diejenige Kreisfläche gröfser ist als der Inhalt jener kleinsten 
Figur w, welche den Abstand s des Punctes P von S zum Radius hat. 
So dafs also: 

c) „Alle Puncte P, welche in einer Kreislinie liegen, die S zum 
Mittelpuncte hat, Figuren W von gleichem Inhalte beschreiben; und auch 
umgekehrt: Je ein System von Puncten P, welche Figuren W von gleichem 
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Inhalte beschreiben, liegt in einem Kreise, dessen Mittelpunct der Schwer- 

Dafs bei einem regelmäfsigen Vieleck ® der hier in Rede stehende 
Schwerpunct S mit dem Mittelpuncte des Vielecks zusammenfallen mufs, 
ist einleuchtend.. Auch in andern besondern Fällen läfst sich dieser 
Schwerpunct S leicht angeben, oder geometrisch construiren, wie z. B. 
namentlich in dem Falle, wo die Nebenwinkel des Vielecks B unter ein- 
ander commensurabel sind. Beim Dreieck, Viereck etc. ergeben sich in 
dieser Hinsicht einige interessante specielle Sätze. 


$. XXVIL 


Der Inhalt der Figur W kann unter Beibehaltung seiner Bestand- 
(heile auch in anderer Form oder durch eine andere Figur W dargestellt 
werden, wobei es nicht nöthig ist, das Vieleck ® auf der Geraden @ rol- 
len zu lassen. Nämlich die in der Figur W vorkommenden Kreissec- 
toren (Fig. 6.) können unmittelbar an das Vieleck ® angeschlossen und 
zwar in seinen Nebenwinkeln A, B, C, .... beschrieben werden, wie 
z. B. in (Fig. 7.), wo die Kreisbogen AA, , BB,, CE, .... aus den Ecken 
A, B,C,.... mit den Radien a, 5, c, .... beschrieben sind. Auf diese 
Weise hat offenbar die Figur AU BB, W gleichen Inhalt 
mit jener Figur 77, welche der Punct P beim Rollen des Vielecks ® auf 
der Geraden @ (Fig. 6.) beschreibt. Da die Kreissectoren sich auf zwei 
verschiedene Arten so an das Vieleck ® antragen lassen, dafs sie alle 
nach einer Richtung um dasselbe herumliegen (je nachdem man die Neben- 
winkel des Vielecks durch Verlängerung der Seiten nach der einen oder 
andern Richtung hin entstehen lälst), so giebt es auf diese Weise zwei 
verschiedene Figuren ® und W,, die aber nothwendig gleichen In- 
halt haben. | 
Hiernach ist klar, dafs die oben ($. XXVI.) für die Figuren W 

und ® entwickelten Formeln und Sätze auf gleiche Weise auch für die 
Figuren W und w Statt finden müssen, wo nämlich w dem Schwerpuncte S 
entspricht und mit w gleichen Inhalt hat. Daher hat man: 

69. B—- WM = 

70. 4123(a,4), | 

ri. 
und daraus folgende Sätze: 
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a) „Zieht man aus den Ecken A,B,C, .... eines beliebigen con- 
vexen Vielecks B nach irgend einem in seiner Ebene liegenden Puncte P 
Strahlen a, b, €, .... und beschreibt mit diesen, als Radien, in den re- 
spectiven Nebenwinkeln A, B, C, .... des Vielecks ® Kreissectoren, so 
ist die Inhaltssumme (W—B) dieser Kreissectoren dann ein Minimum 
(w— DB), wenn der Punct P mit demjenigen Puncte S zusammenfällt, 
welcher der Schwerpunct der Ecken des Vielecks ® ist, insofern den- 
selben Coefficienlen zugehören, die sich wie die respecliven Nebenwinkel 
verhalten.” 


b) „Für jeden andern Punct P ist die Inhaltssumme (B— %) 
der Kreissectoren um diejenige Kreisfläche ms’, welche den Abstand s 
des Punctes Pvon S zum Radius hat, gröfser als die dem Schwerpuncte S 
entsprechende Summe (w—B).” 


c) Puncten P, die in einem Kreise liegen, dessen Mittelpunct S 
ist, entsprechen gleiche Summen (BW— DB) der Kreissectoren, und umge- 
kehrt: alle Puncte P, für welche die Inhaltssumme der Kreissectoren 
die nümliche ist, liegen in einem und demselben Kreise, dessen Mittel- 


punct ist.” 


$. XXVIO. 


Läfst man das bisher betrachtete Vieleck ® in eine Curve ® über- 
gehen, wie oben ($. XX.), so müssen die aufgestellien Gleichungen und 
Sätze ($. XXVI. und XXVII.) auch für diesen Grenzfall noch Statt finden. 
Die übrigen mit betrachteten Figuren W und ®W erhalten aber dadurch eben- 
falls andere Formen, so wie der beschriebene Schwerpunct S eine cha- 
racteristische Eigenschaft. Nämlich es treien folgende Aenderungen ein. 


1) Rollt die geschlossene und convexe Curve ® auf der Gera- 
den @ (Fig. 6.), so ist die von jedem (mit der Curve ® fest verbundenen) 
Puncte P beschriebene Linie PP, .... P,, die früher aus Kreisbogen zu- 
sammengesetzt war, nun irgend eine bestimmte Curve PP, (oder besteht 
aus unendlich vielen unendlich kleinen Kreisbogen). Die von dem Puncie P 
beschriebene Figur W ist das von der Curve PP, und den drei Geraden 
AP, P,A, und AA, eingeschlossene Viereck APP,4A,, wo, wie früher, 
die beiden ersten Geraden AP und A,P, gleich und parallel und die dritie 
44, dem Umfange der rollenden Curve ® gleich ist. 
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2) Nach der in ($. XX VII.) beschriebenen und in (Fig. 7.) dar- 
gestellten Construction der Figur W folgt leicht, dafs für den gegenwär- 
tigen Fall ihr Umfang in irgend eine bestimmte Curve W übergeht. Denn 
da für diesen Fall die Nebenwinkel und die Seiten des Vielecks B alle 
unendlich klein werden, und die letztern in die Tangenten der Curve ®B 
übergehen, so werden also auch die Kreisbogen AA,, BB,, CE, .... So- 
wohl als die Strecken AB, 3,8, &,D, .... alle unendlich klein, und da- 
her müssen je drei auf einander folgende Puncte, wie z. B. A, A, und ® 
unendlich nahe bei einander liegen, so dafs also die genannte Curve W 
schlechthin als Ort der Puncte A, ®, €, .... angesehen werden kann. 
D. h. wird auf jeder Tangente AA Jder gegebenen Curve ® der ihrem 
Berührungspuncte A entsprechende Strahl AP = a abgetragen, wird 
AA = a genommen, so ist der Ort des Endpunctes A der Tangente irgend 
eine bestimmte Curve W, welche die früher betrachtete Figur W repräsen- 
tirt. Der Strahl a kann aber von dem Berührungspuncte A aus nach zwei 
sich entgegengesetzten Richtungen hin auf der Tangente AA abgetragen 
werden. Daher entstehen durch das angegebene Verfahren zwei Fizuren 
W und W,, welche zwar im Allgemeinen der Form nach von einander 
verschieden, aber stets von gleichem Inhalte sind, so dafs immer WB = W,. 

3) Da der eigenthümliche Punct S beim Vieleck ® durch dessen 
Nebenwinkel A, B, C, .... bestimmt wird ($. XXVI.), diese Winkel aber 
bei der Curve ®, — wo sie unendlich klein sind — sich verhalten, wie die 
respectiven Krümmungen dieser Curve, oder wie die umgekehrten Werthe 
der respectiven Krümmungshalbmesser ($. XXI.); so folgt ($. XII): 
„dafs im gegenwärtigen Falle der eigenthümliche Punct S der nämliche 
ist, welcher oben ($. XXI.) Krümmungs-Schwerpunct der Curve ® 
genannt wurde.” 

Wenn gleich hier die Winkel A, B, C, .... einzeln alle unendlich 
klein werden, so bleibt doch offenbar ihre Summe die nämliche, wie früher 
($. XXVI. 65.), also 2(A)=?27z; und auch der Ausdruck 45°&(A) be- 
hält seinen frühern Werth =7s’. Demnach finden für die eben beschrie- 
benen Figuren ®, ®, W ganz dieselben Gleichungen Statt, wie oben 
($. XXVI und XXVII.), nämlich : 

3. 
4. v= m 


B+32(a’A), 
B+4 (aA), 


. 
r 
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3. 
. = md wm, 

Die Vergleichung dieser Formeln mit denjenigen in ($. XXI.) — 
insofern für alle dieselbe Curve ® zu Grunde gelegt und bemerkt wird, 
dafs für unendlich kleine Winkel sin?A = 2sinA = 2A und also 
(a sn2A)=2%(a’A) ist, — führt zu folgendem interessanten Resultate : 


md 
Aus allem diesem ergeben sich folgende Sätze: 


a) „HBollt eine beliebige geschlossene und überall convexe Curve ® 
an ihrer Ebene auf einer festen Geraden @, bis sie sich ganz umgedreht 
hat, so beschreibt jeder mit ihr fest verbunden gedachte Punct P eine 
Figur W (gemischtliniges Viereck), deren Inhalt von der Lage des 
Punctes P abhängt. Die vom Krümmungs - Schwerpuncte S der gegebe- 
nen Curve ® beschriebene Figur hat unter allen den kleinsten Inhalt w. 
Für jeden andern Punct P ist der Inhalt der von ihm beschriebenen 
Figur W gröfser, als dieses Minimum w, und zwar um diejenige Kreis- 
fläche ws’ gröfser, welche den Abstand s des Punctes P vom Krümmungs- 
Schwerpuncte S zum Radius hat (75). Alle Puncte P also, die in einem 
um den Schwerpunct S gezogenen Kreise liegen, beschreiben Figuren W 
von gleichem Inhalte; und auch umgekehrt.’ 

b) Werden aus irgend einem Puncte P in der Ebene einer be- 
ebigen geschlossenen und convexen Curve® Strahlen a, b, c, .... nach 
allen Puncten A, B, C, .... der Curve gezogen, und wird aus jedem 
Puncte der zugehörige Strahl auf die anliegende Tangente der Curve 
(nach einerlei Richtung) abgetragen, so bilden die Endpuncte A,2,S,.... 
der Tangentien eine geschlossene Curve W. Unter allen Curven ®, die 
auf solche Weise entstehen können, hat diejenige den kleinsten Inhalt w, 
welche dem Krümmungs- Schwerpuncte S der gegebenen Curve entspricht. 
Für jeden andern Punct P hat die entstehende Curve einen Inhalt ®, 
der jenes Minimum w um diejenige Kreisfläche ws’ übertrifft, welche den 
Abstand s des Puncts P vom Schwerpuncte S zum Radius hat. Also 
entsprechen Puncten P, die in einem um S (als Mittelpunct) gezogenen 
Kreise liegen, Curven W von gleichem Inhalte; und auch umgekehrt. 
Ferner: „Je nachdem die Strahlen a, b, 0, .... in der einen oder der 
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andern Richtung auf die Tangenten der Curve B abgetragen werden, 
entstehen für den nümlichen Punct P (S) zwei verschiedene Curven ® 
und ®, (mw und w,), welche aber gleichen Inhalt haben (76).” Und 
weiter: „die Räume (B—B), (Wı— DB), welche die Curven ® und ®, 
B und W, zwischen sich abschliefsen, sind für jeden Punct P einander 
gleich, und bleiben für alle Puncte P, die in gleicher Entfernung s vom 
Krümmungs - Schwerpuncte S liegen, constant. Diese Räume haben den 
kleinsten Inhalt (w— RB, w,— DB), wenn sie dem Puncte S entsprechen; 
für jeden anderen Punct P sind sie um die Kreisfläche ms’, welche den 
Abstand PS = s zum Radius hat, gröfser als jenes Minimum (w—B) (77). 


c) Betrachtet man dieselbe Curve ® und denselben Punct P in 
Rücksicht auf beide vorigen Sätze (a) und (b), so hat die vom Puncte P 
nach dem Satze (a) beschriebene Figur W mit der ihm im Sinne des 
Satzes (b) entsprechenden Figur W oder W, steis gleichen Inhalt, so 
dafs immer W=®B=W,.” Und ferner: 


d) „Jede von den beiden Figuren W oder %% hat gerade doppelt 
so grofsen Inhalt, als die demselben Puncte P in Bezug auf dieselbe ge- 


gebene Curve ® entsprechende Fufspuncten- Curve V Oder aus- 
führlicher : 


a. Rollt die gegebene Curve ® auf einer festen Geraden G, so be- 
schreibt jeder mit ihr fest verbunden gedachte Punct P eine Figur W, 
deren Inhalt gerade doppelt so grofs ist, als derjenige der Fufspuncten- 
Curve V, die dem nämlichen Puncte P in Bezug auf die nämliche ge- 
gebene Curve B entspricht” ; und: 


ß. Bewegt sich ein veränderliches gleichschenkliges Dreieck PAU 
unter der Bedingung, dafs seine Spitze A die gegebene Curve B durch- 
läuft, und dafs sein einer Schenkel AA diese Curve & stets in jener 
Spitze A tangirt, während die dem Schenkel AA gegenüberliegende Ecke 
in einem und demselben Puncte P fest bleibt, so beschreiben die drilte 
Ecke A des Dreieckes und der Fufspunct A, des aus der festen Ecke P 
auf den Schenkel AA aefällten Perpendikels zwei Curven W und V, von 
denen die erste %8 jedesmal doppelt so grofsen Inhalt hat, als die 
zweite 


| 
| 
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$. XXIX, 
Besondere Fälle. 

Die vorstehenden allgemeinen Resultate, — bei welchen die gege- 
bene Curve ®, mit Ausnahme der Bedingung geschlossen und überall con- 
vex zu sein, eine ganz beliebige, ihre Gleichung z. B. algehraisch oder 
transcendent sein kann, und wobei eben so die Gleiehungen der erzeugten 
Curven P, W, W und ®, nicht in Betracht kommen, die, wie leicht zu 
ermessen, sowohl von der Gleichung der gegebenen Curve ®, als unter 
sich sehr verschieden sein können, — umfassen unter andern folgende 
sehr specielle Sätze: 


Wenn die gegebene Curve ® ein Kreis ist. 

Rollt der Kreis ®, dessen Radius =r, auf der festen Geraden @, 
so beschreibt jeder mit ihm verbundene Punct P eine gewöhnliche Cy- 
kloide W, — eine gemeine, gestreckte oder verkürzte, je nachdem be- 
zieblich P auf der Kreislinie innerhalb oder aufserhalb derselben liegt, — 
und zufolge ($. XX VII. 78. u. $. XXIV. 50.) ist: 

9. W=WUAr+rs, 
d. bh. „der Inhalt jeder gewöhnlichen Cykloide W ist so grofs, als die 
Summe der doppelten Fläche des Erzeugungskreises ® und der Fläche 
desjenigen Kreises, der mit jenem concentrisch ist und durch den be- 
schreibenden Punct P geht 

Ist insbesondere s=r, oder liegt der beschreibende Punct P auf 


Jer Kreislinie U, so ist: 
W, = 


d. h. „der Inhalt der gemeinen Cykloide ist dreimal so grofs, als die 
Fläche des Erzeugungskreises;” ein allgemein bekannter Satz. 
Wenn ferner s=0, also wenn P mit dem Mittelpuncte ‚S des Krei- 


ses ® zusammenfällt, so ist; 
si. w= Irr’; 


was auch daraus erhellt, dafs in diesem Falle w ein Rechteck ist, dessen 
Seiten beziehlich dem Radius # und dem Umfange ?rr des Erzeugungs- 
kreises ® gleich sind. 

Diesen drei Fällen entsprechend hat man ($. XXVIIL): 


= Irr, 
84. 


> 
> 
4 
A 
2 
g 
3 
4 


8. Steiner, von dem Krümmungs- Schwerpuncte ebener Curven, 109 


d. h. „den nämlichen Inhalt, wie die dem Punete P entsprechende Cy- 
kloide W, hat diejenige Curve W, welche der Ort des Endpunctes A uller 
Tangenten AN des Erzeugungskreises ® ist, wenn auf jeder derselben 
der aus ihrem Berührungspuncte A nach dem festen Pole P gehende Strahl 
PA=a abgetragen wird. 

Die Curve w ist hier ein mit dem gegebenen ® concentrischer 
Kreis, dessen Radius =ry2; was leicht zu sehen ist. 

Auch der Inhalt der Ringe, die zwischen der Curve W und dem 
Kreise ® liegen, läfst sich hier genau angeben, nämlich er ist: 

Im zweiten Falle W' —®, findet kein eigentlicher Ring Statt, sondern ein 
sichelförmiger Raum (Mond), dessen Spitzen jedoch im Puncte P an ein- 
ander stofsen. H 

Anmerkung. Bei der verkürzten Cykloide entsteht, wenn z. B. 
der Punct P in dem durch den anfänglichen Berührungspunct A gehenden 
Durchmesser des Kreises ® und oberhalb dieses letztern und der Basis @ 
liegt, wie (Fig. 8.), eine Schleife QQ,, indem die Cykloide im Puncte 
sich selbst schneidet. Alsdann besteht ihr Inhalt, d. i. W, aus den zwei 
Räumen ; 

APOP,A,A+ QORO,TO, 
oder aus den drei Stücken: 
APRA+ATP,A, + RO,TR. 

In allen analogen Fällen, die Curve B mag sein, welche man will, 
ist der Inhalt der Figur W auf gleiche Weise zu bestimmen. 

Zieht man die Gerade PP,, welche die Cykloide in den Puncten P 
und P, berührt, so entsteht der Arbelos PQP,P, dessen Inhalt mit dem 
der Schleife QRO,TQ immer einen leicht angeblichen Unterschied macht. 
Nämlich dieser Unterschied ist stets demjenigen zwischen dem Rechtecke 
APP, A,A und der Figur W gleich. Oder wird BP=x, alos=r+x 
gesetzt, so ist: 

Arbel. (POP, P)— Schleife (ORO,TO) = APP. AA—W = r(Irs—s’) 
= —ı”), 
d. h. „‚der Unterschied zwischen dem Inhalt des Arbelos POP, und dem 
der Schleife OO, ist auch gleich dem Unterschiede zwischen der Fläche 
des rollenden Kreises und der Fläche desjenigen Kreises, dessen Rau- 
dius 2=s—r ist.” 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 2, 15 
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Ist also d.h. s=?r, so ist auch POP,= 00, oder: der 
Arbelos hat gerade gleichen Inhalt mit der Schleife. 


ß. Wenn die gegebene Curve ® eine Ellipse ist. 


Aus ($. XX VIII. 78. u. $.XXIV. 55.) folgt 

6. W=er@ +48); 
d. h. ‚rollt eine Ellipse ®B in ihrer Ebene auf der festen Geraden G, 
bis sie sich ganz umgedreht hat, so beschreibt jeder mit ihr fest verbun- 
dene Punct P eine Figur W, deren Inhalt gleich ist der Summe dreier 
Kreisflächen, welche beziehlich die halben Axen a und b der Ellipse und 
den Abstand s des Punctes P von ihrem Mittelpuncte S zu Radien haben.” 
Liegt insbesondere der beschreibende Punct P* in der mit der EI- 
lipse concentrischen und durch ihre Brennpuncte gehenden Kreislinie, ist 


also —b’, so ist 

87. = Ira’; 
d. h. „der Inhalt der von dem Puncte P' beschriebenen Figur W' ist 
gerade doppelt so grofs, als die Kreisfläche, welche die grofse Axe 2a 
der Ellipse ® zum Durchmesser hat.” 

Dem Mittelpuncte S der Ellipse entspricht 

d.h. „‚die von dem Mittelpuncte S der Ellipse beschriebene Figur hat 
einen Inhalt w, der so grofs ist, als die Summe zweier Kreisflächen, 
welche die Axen der Ellipse B zu Durchmessern haben; oder doppelt 
so grofs, als die Kreisfläche, welche einen der gleichen conjugirten Durch- 
messer der Ellipse zum Durchmesser hat. ($. XXIV. B.) 

Die vorstehenden drei Formeln (86., 87. u. 88.) stellen zugleich auch 
die Inhalte der respective entsprechenden Curven ®, W', mw dar, eben so 
wie oben beim Kreise (@.). Für die zwischen diesen Curven und der 
Ellipse U liegenden Räume oder Ringe hat man: 

w—B = z(@ +b’—ulb). | 


B. Wenn eine Figur ® auf einer andern festen Figur U rollt. 


$. XXX. 


Wenn in einer Ebene ein beliebiges convexes Vieleck ®, z. B. 
ABCD (Fig. 9.) auf der Aufsenseite eines andern festen convexen Viel- 
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ecks U= D,ABICDN, (welches auch blofs eine aus Geraden zusammen- 
gesetzte gebrochene Linie sein kann), wit welchem es nach der Reihe 
gleiche Seiten hat, so lange rollt (wobei je ein Paar gleiche Seiten auf 
einander zu liegen kommen), bis es wieder mit der nämlichen Seite (DA), 
wie anfangs, auf der Basis U aufliegt, z. B. bis es in die Lage von 
A,B,C,D, (=ABCD) gelangt: so beschreibt jeder mit dem rollenden 
Vielecke ® fest verbundene Punct P irgend eine Figur W=PP., .... 
PA, DEBAP, welche (wie oben $. XXVI.) aus so vielen Dreiecken und 
aus so vielen Kreissectoren zusammengesetzt ist, als das rollende Vieleck V 
Ecken hat. Die Dreiecke sind beziehlich denen gleich, in welche das 
Vieleck ® durch die aus seinen Ecken A, B, C, D nach dem Puncte P 
gezogenen Strahlen a, b, c, .... zerlegt wird; also ist ihre Summe gleich 
dem Inhalte dieses Vielecks ®. Die Kreissectoren haben beziehlich die 
nämlichen Strahlen a, 2, c, .... zu Radien, die Ecken A, 3, €, .... des 
Vielecks U zu Mittelpuncten, und zu Centriwinkeln die Summen der ent- 
sprechenden Nebenwinkel beider Vielecke ® und U. Werden also, wie 
früher, die Nebenwinkel des Vielecks ® durch A, B, C, ...., diejenigen 
des Vielecks U durch A, 3, €,.... bezeichnet, so ist zufolge des Gesagten: 
= (A+D]. 

Aus der Uebereinstimmung dieser Gleichung mit jener obigen 
(8. XXVI. 63.) erkennt man sogleich, dafs auch für die gegenwärtige Be- 
trachiung analoge Gesetze Statt finden, wie dort. Nämlich: wird der 
Schwerpunct der Ecken A, B, C, .... des Vielecks ®, wenn denselben 
die Coefficienien (A+%), (B+B), (C+G), .... zugeordnet sind, durch © 
und werden seine Abstände von den Ecken A, B, C, .... des Vielecks 3 
und von dem Puncte P beziehlich durch a,, d,, €, ».». und $ bezeich- 
net, so läfst sich die vorstehende Gleichung (90) in folgende verwandeln 
(s. VO. u. XXVL): | 

oder, da nach ($.XXVI. 65.) Z(A) =? ist, so hat man, wenn A+% 
+C+...=g gesetzt wird, 
2. 

wobei q in der Figur (9) dem Winkel MAIN gleich ist, unter welchem 
die auf die erste und die letzte Seite (D,A und D2A,) von U errichteten 


Perpendikel MY und NO sich schneiden. 
15 * 
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Für die von dem Schwerpuncte © beschriebene Figur w hat man 
demnach : 

3 
und daher folgt weiter: 

4 
Diese Gleichung enthält folgenden Satz: 

„» Wenn in einer Ebene ein beliebiges convexes Vieleck ® auf der 
Aufsenseite eines beliebigen festen convexen Vielecks U, mit dem es re- 
spective gleiche Seiten hat, so lange rollt, bis es wieder mit der anfäng- 
lichen Seite auf demselben aufliegt, so beschreibt jeder mit ihm fest ver- 
bundene Punct P eine Figur W, deren Inhalt ein Minimum = w wird, 
wenn der beschreibende Punct P mit dem Schwerpuncte © der Ecken 
des Vielecks B zusammenfällt , insofern denselben die Summen der 
entsprechenden Nebenwinkel beider Vielecke B und U als Coefficienten 
zugehören. Alle Puncte P, welche gleichweit von diesem Schwerpuncte © 
abstehen, beschreiben Figuren W von gleichem Inhalte, und auch umge- 
kehrt; und zwar ist für jeden Punct P der Inhalt W gerade um den- 
jenigen Kreissector, der den Abstand $ zwischen P und © zum Radius 
und die Summe (274-9) aller jener Nebenwinkel zum Centriwinkel hat, 
gröfser als jenes genannte Minimum w.’ 


$. XXXIL 


Vornehmlich zum Behufe späterer Betrachtungen mag über das Vor- 
stehende noch Folgendes bemerkt werden : 

Es ist klar, dafs der Schwerpunct © sowohl direct, als auf folgen- 
dem Wege gefunden werden kann. Man suche für die Ecken 4,B,C,.... 
des Vielecks ® zwei Schwerpuncte S und S,, indem man für den ersten S 
die Nebenwinkel des Vielecks ® selbst, für den zweiten S, die respecti- 
ven Nebenwinkel A, 3, €, .... des Vielecks U als zugehörige Coef- 
ficienten ansieht. Nimmt man alsdaun in der Geraden SS, denjenigen 
Punct ©, der sie so theilt, dafs: | 

= q:?r7, 

so ist derselbe offenbar der verlaugte Schwerpunct S. — Sind insbeson- 
dere die Nebenwinkel eines jeden Vielecks unter sich gleich, so fallen die 
drei Puncte 8, S, und © zusammen. Dasselbe kann aber auch unter an- 
deru Bedingungen eintreffen. 
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Ferner kann der Inhali der Figur W unter anderer Form, nämlich 
durch zwei Figuren W und 2 dargestellt werden. Denn wird der obige 
Ausdruck für W wie folgt zerlegt (90): 

% 4) = W+HT, 
und einzeln gesetzt: 
„7. = VB = L, 

so kann man sich unter W die nämliche Figur denken, welche bereits 
oben ($. XX VII.) construirt worden; aber soll diejenige Figur sein, 
welche durch die gesammten Kreissectoren gebildet wird, die in den Neben- 
winkeln A, ®, 6, .... des Vielecks ll mit den Strahlen a, 2, e, .... als 
Radien und zwar unter der Bedingung beschrieben werden, dafs alle 
Sectoren nach einerlei Richtung hin liegen; was wie bei W, auf zwei 
verschiedene Arten geschehen kann. 


Ueber den Inhalt der Figur % sind die wesentlichsten Relationen am 
genannten Orte aufgestellt; nämlich er wird ein Minimum = w, wenn sie 
dem Schwerpuncte S entspricht; aufserdem ist für jeden andern Punct P: 

VB=w+rs, 
wo s den Abstand des Puncts P von S bezeichnet. 


Wird die Figur 3 für sich betrachtet, so folgt ähnlicherweise, dafs 
ihr Inhalt dann ein Minimum =t wird, wenn sie dem oben genannten | 
Schwerpuncie S, entspricht, und dafs für jeden andern Punct P 


„9 
ist, wo s =PS, XXX.) 


Demnach hat man (96): 

10. 
Die Formel (99) enthält folgenden Satz : 

„Der Inhalt der Figur % ist dann ein Minimum = t, wenn sie 
dem Schwerpuncte S, entspricht; beliebigen Puncten P, welche gleich- 
weit vom Schwerpuncte S, abstehen, entsprechen Figuren T von gleichem 
Inhalte, und auch umgekehrt; und zwar ist der jedesmalige Inhalt ge- 
rade um denjenigen Kreissector gröfser als jenes Minimum t, welcher 
den Abstand s, der Puncte P von S, zum Radius und den constanten 
Winkel q zum Centriwinkel hat.’ 
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XXXIL 


Bleiben alle Voraussetzungen über die Vielecke ® und U die näm- 
lichen, wie oben ($. XXX.), nur dafs ®, statt auf der Aufsenseite, jetzt 
auf der innern, concaven Seite von U rollen soll; so sind dabei im Allge- 
meinen drei Fälle zu unterscheiden, nämlich entweder sind: 


a) Die Nebenwinkel A, B, C, .... des Vielecks ® alle gröfser, 
als die ihnen entsprechenden Nebenwinkel A, 3, €, .... von U; oder: 


ß) die erstern alle kleiner als die letztern; oder endlich 


y) die Nebenwinkel A, B, C, .... von 3 theils kleiner, theils gröfser 


(oder theils, wenn man will, auch gleich) als die Nebenwinkel A, 3, 6, ...- 
von U. 


Im ersten Fall — der am leichtesten darzustellen ist und am mei- 
sten mit dem früheren übereinstimmt, daher hier auch allein berücksich- 
tigt werden soll — beschreibt jeder mit dem Vieleck ® fest verbundene 
Punct P irgend eine Figur W, welche auf analoge Weise, wie oben, 
aus Dreiecken, deren Summe —=® ist, und aus Kreissectoren besteht, 
deren Radien a, d, c, ...., deren Centriwinkel dagegen A—A, B— 2, 
C— (6, .... sind; so dafs also hier: 


111. W=B+42[ = 
102. 
103. = (A—%]; 
14. 
106. 


wobei w und die Strahlen a, (d.i. @,, d, €ı5 »-».) sich auf den Punct &, 
dagegen w und s, t und s, auf die Puncte S, 8, beziehen, und die drei 
Puncte S, S, und die Schwerpuncte der Ecken A,B, C, .... des 
Vielecks ® sind, wenn ihnen beziehlich die Winkel 1) A,B,C,....., 
2) A, B, €, .... und 3) A—A, B— 3, C— 8, .... als Coefficienten 
zugehören. — Der gegenwärtige Schwerpunct © ist hiernach von dem 
obigen gleichnamigen ($. XXX.) im Allgemeinen wesentlich verschieden. 
Aus den vorstehenden Gleichungen folgen übrigens analoge Sätze wie dort. 
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$. XXXIH. 


Läfst man die der bisherigen Betrachtung zu Grunde liegenden Viel- 
ecke ® und U in Curven ® und U übergehen, wobei jedoch vorläufig ® 
geschlossen und stetig convex, dagegen U nur längs des Bogens AA, 
(Fig. 10.), so weit jene auf ihr rollt, stetig convex sein soll: so bleiben 
die obigen Gleichungen offenbar auch noch für den gegenwärtigen Fall 
gültig, so dafs man also auch für diese Curven unmittelbar hat ($. XXX. 
und XXXL): 


107. AN] = 
18. W=RB+3Z[a 
19. w = 

110. 


111. z 
T=t+39s, 

112. = 


Der Weg jedes mit der Curve ® verbundenen Punctes P — der 
früher aus einer Reihe Kreisbogen bestand — wird hier irgend eine Curve 
PP,, so dafs die von P beschriebene Figur W von zwei gleichen Gera- 
den PA, P,%, und zwei Curven PP,, AA, begrenzt wird, wovon die 
letztere, als Basis, allen Figuren WV gemein und gleich dem Umfange der 
Curve ® ist. 


Der eigenthümliche Punct ©, welchem die Figur w vom kleinsten 
Inhalte entspricht, behält seine frühere Eigenschaft: nämlich er ist der 
Schwerpunct der Curve ®, wenn ihren einzelnen Puncten Coeflicienten 
zugeordnet sind, die sich verhalten wie die Summen der unendlich kleinen 
‘Winkel, welche die Curven ® und U in den correspondirenden Puncten 
mit der Tangente bilden, oder wie die Summen der correspondirenden 
Krümmungen beider Curven (vergl. $. XXVIH. u. XXX.). Oder nach 
($:- XXXI.) kaun der Punct © wie folgt gefunden werden. Nämlich von 
den zwei Puncten S und $S,, welche dort zu Hülfe genommen worden, 
ist hier der erste, S, der Krümmungs-Schwerpunct der Curve ® ($. XXIL); 
der andere, $S,, ist Schwerpunct derselben, wenn ihren einzelnen Puncten 
Coefficienten gegeben werden, die sich verkehrt verhalten wie die Krüm- 
mungsradien der Basis U in den correspondirenden Puncten. Der Punct © 
ist alsdaun der Schwerpunct der Puncte S und S,, insofern diesen be- 
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ziehlich die Coefficienten 2 und q zugeordnet werden, so dafs also S, 
wie früher, durch die Gleichung : 

= 
gefunden wird, wo jetzt 4 der Winkel ist, unter welchem die Normalen 
AD, AD der Basis U, in den Endpuncten des von ® überrollten Bogens 
sich schneiden ($. XXX.). 

Die Figur W ist die nämliche, welche bereits in ($s. XXVIIL) nä- 
her beschrieben worden. Die Figur T entsteht zufolge ($S. XXXI.) da- 
durch, dafs der veränderliche Strahl PA = a (d.h. jede Gerade aus dem 
festen Pole P nach irgend einem Puncte A der Curve ®) auf der Tan- 
gente AP im correspondirenden Puncte A der Basis U nach constanter 
Richtung abgetragen, also AP = a genommen wird; wo dann dieses be- 
grenzte Stück der Tangente die Fläche der Figur T = PPAAP be- 
schreibt, welche somit von zwei Geraden AP, AP, und zwei Curven AN, , 
PY, begrenzt wird, von welchen die letztere der Ort des Endpuncts der Tan- 
gente ist. Durch w und t sind die kleinsten Inhalte der Figuren ® und % 
bezeichnet, die statt finden, wenn diese beziehlich den Schwerpuncten S 
und S, entsprechen. Endlich sind s und s, die Entfernungen des Punctes P 
von den Schwerpuncten S’ und 

Die obigen Gleichungen enthalten hiernach, unter andern, folgen- 
den Satz: 

„Wenn in einer Ebene eine geschlossene, stetig convexe Curve 3 
auf einer beliebigen festen convexen Curve U rollt, bis sie wieder mit 
dem anfänglichen Puncte (A) auf dieser aufliegt, so beschreibt jeder 
mit ihr verbundene Punct P irgend eine Figur W, deren Inhalt dann 
ein Minimum = w wird, wenn der beschreibende Punct der oben ge- 
nannte Schwerpunct © der Curve ® ist. Puncte P, welche von diesem 
Schwerpuncte © gleich weit abstehen, beschreiben Figuren W von glei- 
chem Inhalte, und auch umgekehrt ; und zwar übertrifft dieser Inhalt 
jenes Minimum w jedesmal gerade um den Kreissector, welcher den Ab- 
stand $ des Puncts P von & zum Radius und den constanten Winkel 
zum Centriwinkel hat (110).” 

Ueber die Figur T wird im Folgenden ein allgemeiner Satz aufge- 
stellt werden. 

Anmerkung. Rollt die Curve ® auf der concaven Seite der 
Basis U, und findet dabei der besondere Umstand Stait, dafs in je zwei 
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entsprechenden Puncten beider Curven, die erste ® gröfsere Krümmung 
hat, als die andere U, so erhält man analoge Gleichungen, wie vorhin, 
nämlich man hat nur in diesen —A, —g, —T, —t beziehlich statt + 9, 
+9, +2, +t zu setzen, um jene zu erhalten ($. XXXIL). Auch wenn 
umgekehrt die Curve ® in jedem Puncte kleinere Krümmung hat, als die 
Basis U im entsprechenden Puncte, lassen sich analoge Formeln aufstellen. 


$. XXXIV. 


Die vorstehende Betrachtung ($. XXXII.) kann dadurch verallge- 
meinert werden, dafs man die Bedingung : „die Curve ® solle geschlossen 
sein und so lange rollen, bis sie wieder nit dem anfänglichen Puncte auf 
der Basis U aufliege” wegläfst und vielmehr annimmt, sie rolle um einen 
beliebigen Bogen, etwa um den Bogen ACB=NACB (Fig. 11.), dabei 
jedoch immer noch die Bedingung festhält: „dafs von den beiden Bogen, 
dem rollenden AB und dem überrollien festen AB, keiner einen singulären 
Punct habe.” Unter diesen Umständen gelangt man in der That zu um- 
fassenderen Resultaten und es sind dieselben durch das nämliche einfache 
und anschauliche Verfahren zu beweisen, wie die bisherigen. 

Denn eben so, wie vorhin, folgt auch für den gegenwärtigen Fall, 
dafs die von irgend einem mit der rollenden Curve AB (oder ®) ver- 
bundenen Puncte P beschriebene Figur W= PP BCAP, ihrem Inhalte 
nach, gleich ist der Summe zweier anderen Figuren W = PAPY,BP und 
T=APPBEAN, welche auf die früher angegebene Weise enistehen 
($.XXVII. und $.XXXIUIL). Die Figur W besteht aber selbst aus zwei 
anderen Figuren F' und T, von welchen die erste F= Sector PACBP, 
und die andere T= APP,BCA, so dafs also 

13. W=F+AT+T. 

Für die Figuren 7’ und 2, jede für sich betrachtet, hat man zu- 

nächst, gemäfs dem F'rrüheren, nachstehende Formeln : 

114. T=123(0@A) = 4E(@A)+4g8, 

11. T = = M+ 408, 

116. wdt= 

117. 
wobei 2 und t die kleinsten Werthe von T' und & bezeichnen, welche 
Statt finden, wenn der Pol P beziehlich mit dem Sehwerpunete ‚S oder S, 
zusammenfällt, d.h. mit dem Krümmungs- Schwerpuncte S des Bogens AB, 
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oder mit dem Schwerpuncie S, desselben Bogens, wofern die Gewichte 
seiner einzelnen Puncte sich verhalten, wie die Krümmungen des Bogens AB 
in den correspondirenden Puncten. Der Sirahl @, repräsentirt die Abstände 
sowohl des Punctes S als des Punctes S, von den verschiedenen Puncten 
des Bogens AB; s und s, sind die Entfernungen des Punctes P von S 
und S,; und endlich sind g und q die Winkel zwischen den Normalen AQ 
und 39, AD und BD in den Endpuncten der Bogen AB, AB. 
In der Geraden SS, = d nehme man den Punct © so, dafs 

dafs also © der Schwerpunct von S und S, ist, wenn diesen die Coef- 
fieienten g und g zugehören, (oder der Schwerpunct des Bogens AB in 
Rücksicht der Krümmungs- Summen beider Bogen AB und AB in ihren 
entsprechenden Puncten). Wird ferner PS gesetzt, so hat man für 
die Summe beider Figuren 7’ und 2: 


119. 

120. 
wo T, und 2, die Stelle von 7’ und T in dem Falle vertreten, wenn P 
in den genannten Schwerpunct © fällt, und in welchem Falle, wie man 
sieht, die Summe T-+T ein Minimum wird (120). 

| Nun kann ferner der Sector F' immer als Differenz (oder als Summe) 
zweier andern Figuren angesehen werden, nämlich des Segments ACBDA 
—=@ und des Dreiecks APB= }by, dessen gegebene Grundlinie AB = 5 
und die veränderliche Höhe PE=y, so dafs also 

F = G—.iby. 
Hierdurch und vermöge (120) geht die Formel (113) in folgende über : 
111. W=-6G+T 

wo rechts alle Gröfsen, aufser $ und y, constant sind. Diese zwei Ver- 
änderlichen lassen sich aber durch eine einzige ersetzen. Aus © auf die 
Sehne AB fälle man das Perpendikel SD=p, nehme in der Verläuge- 
rung desselben, hinter ©, den Punct R so, dafs 


b 
122. — %g+9)’ 


so ist, wenn PR=r gesetzt wird — (durch Hülfe des Perpendikels von P 
auf &D): und daraus folgt : 
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| 123. = 
und mithin (121): 
1314. W=6G+ T, +3: —1b(2p+ +44 +9)r,, 


wo nunmehr rechts r die einzige veränderliche Gröfse ist. Der Inhalt der 
Figur W ändert sich demnach mit der Entfernung r des beschreibenden 
Punctes P von dem ausgezeichneten Puncte R zugleich, und zwar ist seine 
Zu- oder Abnahme dem Quadrate dieser Entfernung proportional, so dafs W 
ein Minimum wird, =w, wenn r=0, d.h. wenn P in fällt. Also ist: 


15. v=6G+ T +3 und 


16. or. 
Die wesentlichsten Sätze aus dieser Betrachtung sind folgende : 


a. „Wenn in einer Ebene ein beliebiger, stetig convexer Curven- 
bogen AB auf der convexen Seite irgend eines anderen stetig convexen 
festen Curvenbogens AB rollt, so beschreibt jeder mit der rollenden Curve 
fest verbundene Punct P irgend eine Figur W, deren Inhalt dann ein 
Minimum, = w, wird, wenn jener Punct der oben construirte besondere 
Punet R ist. Puncte P, welche gleich weit von diesem eigenthümlichen 
Puncte R entfernt sind, also in irgend einer um R beschriebenen Kreis- 
linie liegen, erzeugen gleich grofse Figuren W, und auch umgekehrt ; 
und zwar ist ihr Inhalt gerade um den Sector des genannten Kreises, 


dessen Centriwinkel = g +14, also constant ist, gröfser als jener kleinste 
Inhalt w (126).” 


b. 1) ‚„Bewegt sich eine veränderliche Tangente AP an einem 
stetig convexen Curvenbogen ACB unter der Bedingung, dafs sie in 
jedem Augenblicke dem Strahle PA gleich ist, welcher ihren Berührungs- 
punct (A) mit irgend einem festen Pole P in der Ebene der Curve ver- 
bindet, so beschreibt sie irgend eine Figur T, deren Inhalt dann ein 
Minimum, =t, wird, wenn jener Pol der Krümmungs-Schwerpunct S 
des gegebenen Bogens ACB ist. Polen P, welche in irgend einer um S 
beschriebenen Kreislinie liegen, entsprechen Figuren T von gleichem In- 
halte, der jedesmal gerade um einen Sector jenes Kreises, welcher den 
constanten Winkel q zum Centriwinkel hat, gröfser ist, als jener klein- 
ste Inhalt t (117). Und 
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2) „Ist aufser dem Bogen AB noch irgend ein anderer stetig con- 
vexer Bogen ACB von gleicher Länge gegeben, und bewegt sich an dem- 
selben die Tangente AP unter der Bedingung, dafs sie stets dem 
Strahle AP gleich ist, welcher den ihrem Berührungspunete correspon- 
direnden Punct in der Curve AB mit dem festen Pole P verbindet: 
so beschreibt sie irgend eine Figur 7, deren Inhalt ein Minimum wırd, 
=t, wenn der Pol der oben bestimmte Schwerpunct S, des Bogens AB 
ist; liegt der Pol P in irgend einer um 8, beschriebenen Kreislinie, 
so nimmt der Inhalt von X gerade um einen Sector dieses Kreises, des- 
sen Centriwinkel dem constanten Winkel q gleich ist, zu (117).” 


3) „Werden, für einen und denselben Pol P, die beiden Figuren 
T und Z zugleich betrachtet, so ist ihre Summe T-+-2% dann ein Mini- 
mum =T, +?T,, wenn der Pol der Schwerpunct © ist (d.h. der Schwer- 
punct des Bogens AB in Rücksicht der Krümmungs- Summen beider Bo- 
gen AB und AB in den correspondirenden Puncten, oder der Schwerpunct 
der Puncte S und S, in Rücksicht der Coefficienten g und 9). Liegt 
aber der Pol P in einer Kreislinie, deren Mittelpunct ©, so nimmt die 
Summe T+T um einen Sector dieses Kreises zu, dessen Centriwinkel 
immer ?st (120). 


Anmerkung 1. Die Tangente AP oder AP kann, vom Berüh- 
rungspuncte aus, nach zwei entgegengesetzten Richtungen genommen wer- 
den, wodurch zugleich zwei verschiedene Figuren T und T,, oder T und 
T, entstehen, aber jedesmal haben beide unter sich gleichen Inhalt, so dafs 
immer T= T,, oder T=7, (vergl. XXVIl.). 


2. Der letzte Satz (b, 3.) findet ähnlicherweise statt, wenn aufser 
dem Bogen ACB noch mehrere andere Bogen A,Bı, +»... unter 
denselben Bedingungen gegeben sind, denen dann ebenfalls Schwerpuncte 
S,, ...., so wie Winkel 925 +... und Figuren %,, %,, .... ent- 
sprechen. Nämlich eben so wird alsdann die Summe THTH-T, +T,+...: 
ein Minimum = m, wenn der Pol P in den Schwerpunct der Puncte 
Ss, ... fällt, wofern diesen die Coefficienten 9, 
zugeordnet sind; und aufserdem hat man für einen beliebigen Pol P, wenn 
PöS=r gesetzt wird, die Relation: 


Die Richtigkeit dieser Angaben folgt leicht aus ($. VII). 
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3. Soll in Ansehung des obigen Satzes (a.), unter allen Puncten P, 
die in der rollenden Curve ® (wovon ACB nur ein begrenztes Stück ist) 
selbst liegen, derjenige gefunden werden, welcher die kleinste oder gröfste 
Figur W beschreibt, so ist klar, dafs derselbe nur der Fufspunct einer 
Normale sein kann, die aus dem eigenthümlichen Puncte R auf die Curve ® 
gefället wird. Eben so verhält es sich, wenn der Punct P in irgend einer 
anderen, in der Ebene der ® gegebenen Curve liegen sol. — Dasselbe 
kann auch über die Sätze (2.) bemerkt werden. 


$. XXXV. 


Durch die vorstehende Betrachtung ($. XXXIV.) sind wir zu den 
allgemeinsten Resultaten gelangt. Denn nicht nur umfassen dieselben die 
meisten früheren als besendere Fälle, sondern es folgen daraus noch zahl- 
reiche andere, specielle Sätze, wofern man nämlich in Rücksicht der gege- 
benen Elemente bestimmte Einschränkungen und Modificationen eintreten 
läfst*). Dahin gehört unter andern: dafs die Winkel g und q bestimmte 
Werthe haben (wie z. B. wenn 9=?27 und die Curve ® geschlossen, 
also die Sehne AB==0 ist, wodurch man zu den Resultaten in $.XXXII. 
gelangt): dafs die eine oder die andere gegebene Curve ® oder U in eine Ge- 
rade übergeht: dafs ferner die eine oder die andere, oder dafs beide zugleich 
in bestimmte einfache Curven übergehen, etwa in Kreise, u. s. w. 

Von solchen speciellen Sätzen mögen hier noch folgende Platz finden : 


I. Wenn die Basis AB eine Gerade wird und 
1. ACB ein beliebiger Curvenbogen bleibt. 


In diesem Falle wird 9=0, T=0 und S, verschwindet oder kommt 
nicht in Betracht, so dafs © mit S zusammenfällt. Daher wird der aus- 
gezeichnete Punct R gefunden, wenn man aus dem Krümmungs-Schwer- 
puncte ‚S' des rollenden Bogens AB auf die Sehne AB das Perpendikel SD 
fället und auf dessen Verlängerung, hinter S, den Punct R so nimmt, 
dafs (122): 


128. 


*) Da man sich, in älterer und in neuerer Zeit, so vielfach mit Betrachtung der 
durch Rollen erzeugten Curven (Roulettes) beschäftigt hat, so dürfte es wohl auffallend 
scheinen, dafs das obige einfache und allgemeine Gesetz, dem die Quadratur je eines 
Systems solcher Curven unterworfen ist, so lange verborgen bleiben konnte. 
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Die obige Formel (126) reducirt sich hier auf folgende: 


129. W=w-+L}ır. 
Das heifst: | 

„Rollt ein stetig convexer Curvenbogen AB auf einer festen Ge- 
raden AB, so beschreibt jeder mit ihm verbundene Punct P irgend eine 
Figur W, die am kleinsten wird, =w, wenn jener Punct der vorge- 
nannte Punct R ist. Puncte P, welche in irgend einer um R beschrie- 
benen Kreislinie liegen, erzeugen Figuren W, deren Inhalt gerade um 
einen Sector des Kreises, dessen Centriwinkel =g, gröfser als jener 
kleinste Inhalt w ist. 


Anmerkung. Da auch hier, eben so wie ($.XXI.), die Figur W 
allemal gerade doppelt so grofs ist, als die dem nämlichen Puncte P ent- 
sprechende Fufspuneten-Figur V in Bezug auf den gegebenen Bogen AB, 
was sich gleicherweise zeigen läfst, so ist die Figur V demselben Ge- 
setze unterworfen, wie die Figur W, d.h. „ihr Inhalt wird ein Min:- 
mum, —v, wenn sie dem ausgezeichneten Puncte R entspricht; für einen 
beliebigen andern Punct P, wenn PR=r gesetzt wird, ist 


130. V = 


also die Inhalts- Zunahme gerade die Hülfte des Kreissectors, der r zum 
Radius und g zum Centriwinkel hat” 


2. Wenn AB insbesondere ein Kreisbogen ist. 


Dann wird Q der Mittelpunct des Kreises, also g der Centriwinkel über 
dem Bogen AB, und dann fällt der Krümmungs- Schwerpunct S offenbar 
mit dem gewöhnlichen Schwerpuncte des Bogens AB zusammen, so dafs 
sein Abstand vom Mittelpunct, wie bekannt: 


q 
Diese Gerade OS steht auf der Sehne AB=b senkrecht; daher 
liegt auch der ausgezeichnete Punct R in ihr, und seine Entfernung vom 
Mittelpuncte Q ist (128 u. 131): 


132. OR= 0S+SR = 


also: „gleich der dreifachen Sehne dividirt durch den doppelten Centri- 
winkel” Man erkeunt daraus, dafs R sowohl innerhalb als jenseits des 
Kreises liegen kann, nachdem nämlich 38 <2ga oder 35>2ga, wenn a 
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der Radius des Kreises ist. Ist 357 =2?ga—=2ACB, also der Bogen ge- 
rade anderthalb mal so grofs, als die Sehne, so fällt R in den Bogen AB 
selbst und zwar in dessen Mitte. 
Da T=0 (1), so ist (113): 
W=F-+HT, 
und wenn P im Mittelpuncte Q des Kreises liegt, so ist 
F= 1ga, und (114) T=}ga, 
daher ist für diesen besondern Fall (was auch unmittelbar folgt, da die 
von Q beschriebene Figur W, ein Rechteck ist, dessen Seiten a und ya 
= ACB sind): 
W, = ga, 
und daher folgt für die von R beschriebene kleinste Figur (129 u. 131): 
Für die von einem beliebigen Punctie P beschriebene Figur folgt 
nunmehr (129): 


134. W= — + gr". 


Die Figuren W und w sind hier bestimmte Stücke von gewöhn- 
lichen Cykloiden (gestreckte oder verkürzte), nämlich solche Stücke, 
welche von einem Cykloidenbogen PP,, den beiden Normalen in seinen 
Endpuncten, PA und PB, und der zwischen den letzteren liegenden 
(geradlinigen) Strecke AB der Basis begrenzt werden. Die Formeln (134 
und 133) geben dieQuadratur dieser Stücke mittelst der gegebenen Elemente. 


In dem oben genannten besonderen Falle, wo 35 = 2ga ist und R 
in die Mitte des Bogens AB fällt, besteht die kleinste Figur w aus zwei 
einander gleichen Sectoren der sogenannten gemeinen Cykloide, und als- 


dann ist 
W = 

Insbesondere kann auch »=0 werden, nämlich in dem Falle, wo 
ga:b=3:y8 (133), d.h. wo der Bogen ACB sich zur Sehne AB ver- 
hält, wie 3 zu 78. Alsdann it W=}gr’, und R liegt jenseits 
des Kreises. | 
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II. Wenn ACB in eine Gerade übergeht und 
1. die Basis AB eine beliebige Curve bleibt. 


In diesem Falle ist offenbar T=0, @=0 und g=0, und ver- 
möge des Letzteren verschwindet der Punct S; daher vereinigt sich der 
Punct © mit S,, dieser aber liegt in der Geraden AB selbst, nämlich er 
ist ihr Schwerpunet, wenn sie so schwer gedacht wird, dafs die Gewichte 
ihrer einzelnen Puncte sich verhalten, wie die Krümmungen der Basis AB 
in den correspondirenden Puncten. Daher wird ferner der ausgezeichnete 
Punct R erhalten, wenn man in dem Puncte S, auf die Gerade AB = 
ein Perpendikel errichtet (nach der Basis AB hin), und in demselben R 
so nimmt, dafs (122) 


b 
135. S,R = = ß. 


Hiernach reduciren sich die obigen Formeln (125 u. 126) — da auch 
p=0, weil 8, in AB liegt — auf folgende: 


Also: „Wüälzt sich eine Gerade AB (von dem einen Endpuncte A bis 
zum andern B) auf irgend einer festen, stetig convexen Curve AB, so 
beschreibt unter allen mit ihr fest verbundenen Puncten (d. h. die ihre 
Lage gegen die Gerade AB, während diese sich bewegt, nicht ändern) 
der besonders bestimmte Punct R die kleinste Figur w; die von ergend 
einem anderen Puncte P beschriebene Figur W ist jedesmal um den 
Kreisseclor, dessen Radius r= PR und dessen Centriwinkel 4 (= dem 
Winkel zwischen den Normalen in den Endpuncten der Basis AB), gröfser, 
als jene.” 

Für den besonderen Fall, wo r=ß ist und somit der Punct P in der 
mit dem Radius = RS, um den Punct R beschriebenen Kreislinie liegt, 


hat man (137): | 
138. =t; 


und ia der That fällt die von dem Puncte S, beschriebene Figur, welcher 
Punct in der Kreislinie liegt, mit der Figur t zusammen. 

Unter allen Puncten, welche in der Geraden AB selbst liegen, be- 
schreibt S, die kleinste Figur t; jeder aber beschreibt eine Evolvente der 
Curve AB (oder vielmehr zwei Bogen derselben, nur der Eundpunct A 
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oder B beschreibt blofs einen Bogen), so dafs also in diesem Falle die 
Figur W irgend ein bestimmtes Stück der Evolvente ist (im Allgemeinen 
zwei Sectoren derselben); zudem fällt W mit der durch % bezeichneten 
Figur zusammen ($. XXXIV.), und in der That geben die Formeln (117) 
und (137) für beide den nämlichen Inhalt, indem r, ß und s, die Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks sind und daher ??—ß? = s? ist. 


2. Wenn die Basis AB insbesondere ein Kreisbogen ist, 
dann liegt ‚S, nothwendig in der Mitte der Geraden AB. Der Radius der Basis 
sei so ist der überrollie Bogen AB =qa=b, und folglich (135): 
139. 

d. h. „der Abstand ß des ausgezeichneten Punctes R von der Geraden AB 
ist halb so grofs, als.der Radius a der Basis, so dafs er also constant 
bleibt, wenn der letztere gegeben ist, mag die rollende Gerade AB gröfser 
oder kleiner angenommen werden; zudem liegt R nach der Basis AB 
hin und das aus ihm auf AB gefällte Perpendikel trifft die Mitte S, 
der letztern.” 

Die von dem Puncte S, beschriebene Figur t (137) besteht hier 
aus zwei gleichen Sectoren der Evolvente des Grundkreises, wenn dieser 
von der Mitte ©, des gegebenen Bogens AB bis zu dessen Endpuncten A 
und ‘d abgewickelt wird. Daher ist: 


’ 1 1 
10. = = 49°’, und (136, 137): 


ı_3 2_3 
141. I ap, 


Die von dem Puncte R beschriebene kleinste Figur w kann, wie 
man sieht (141), negativ oder positiv werden; auch wird insbesondere 
w=0, wenn der Winkel 9=y3, oder d=«y3; alsdann ist die von 
irgend einem Puncte P beschriebene Figur 

13. W=ilry3, 
d. h. gleich dem doppelten Inhalte des gleichseitigen Dreiecks über dem 
Abstande des Punctes P von R.” 

Liegt der Punct P in der rollenden Geraden AB selbst und wird 

PS, =s, geseizt, so ist und daher hat man (142): 
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wo jeizt W ein bestimmtes Stück irgend einer Evolvente des Grund- 
kreises ist, welches von einem Bogen PP, derselben, den Normalen PA 
und P,® in dessen Endpuncten, und dem correspondirenden Bogen AB der 
Basis begrenzt wird. 

Es ist klar, dafs auch in andern Fällen der Schwerpunct S, in die 
Mitte der Geraden AB fallen kann, wie z. B. wenn die Basis AB in Bezug 
auf eine Axe senkrecht symmetrisch ist, also etwa der Bogen eines Kegel- 
schnitts, in dessen Mitte der Scheitel einer Axe desselben liegt. Von solchen 
Beispielen mag hier noch das folgende in Betracht kommen, wo nämlich : 


3. die Basis AB ein ganzer Bogen der gemeinen Cykloide ist. 


In diesem Falle wird q=, also ß =. wodurch die Lage des 


Punctes R (in Rücksicht der rollenden Geraden AB) vollkommen bekannt ist, 

indem S, in der Mitte von AB liegt. Der Radius des Kreises, durch welchen 

die Cykloide AB erzeugt worden, sei &, so ist bekanntlich 80 = AB = 

AB=b=?2r7ß. Aus einer andern, allgemein bekannten, Eigenschaft der 

Cykloide folgt leicht, dafs der Inhalt der von S, beschriebenen Figur : 
15. = = 

Daraus folgt weiter (136 und 137): 


2 m 


Für die von dem Eudpuncte A oder B beschriebene Figur (die 
Evolvente der Cykloide AB) — für welce (15° =" +15 


4n? 


hat man: 


III. Wenn ACB ein Kreisbogen und 
1. die Basis ADB eine beliebige Curve ist. 


Hier fällt S in den gewöhnlichen Schwerpunct des Bogens AB; 
die übrigen wesentlichen Puncte S,, © und R werden nicht näher be- 
stimmt; allein ohne dieselben genauer zu kennen, kann doch der Inhalt 
der dem Mittelpuncte Q des Kreises AB entsprechenden Figuren W und ? 
gefunden werden. Denn da für diesen Fall in den obigen Formeln (114 
und 115) der Strahl a constant, nämlich gleich dem Radius des Krei- 
ses AB, so ist: 
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T = = 4@2(4) = 49a’, und 
1499. 
und ferner ist der Sector 
F= }ga, 
so dafs folglich (113): 
150. W= 9a. 

Hiernach hat man folgende zwei Sätze: 

0%) „Bewegt sich eine constante Tangente AP = a längs einer 
festen, stetig convexen Curve AB, so beschreibt sie eine Figur 7, deren 
Inhalt einem Kreisseclor gleich ist, =4qa? (149), welcher die Tangente 
zum Radius und den Winkel zwischen den Normalen in den Endpuncten 
der Curve zum Centriwinkel hat.’ — Hierdurch lassen sich verschiedene 
sogenannte „Zuglinien” (Tractorien) unmittelbar quadriren. 

ß) „Rolli ein Kreis auf der convexen Seite einer festen Curve AB 
(um einen beliebigen Bogen AB= AB, der kleiner oder gröfser als der 
Kreisumfang sein kann), so beschreibt sein Mittelpunct O eine Figur W 
die allemal dem Sector des Kreises gleich ist, welcher den doppelten 
Centriwinkel über dem abgerollten Bogen AB und den Winkel zwischen 
den Normalen in den Endpuncten der Basis AB zusammengenommen, 
zum Centriwinkel hat (150)” — Die vom Mitielpuncte Q des Kreises 
beschriebene Curve OO, und die Basis AB heifsen „parallele Curven.” 
Die Figur W ist ein Stück des Ringes zwischen denselben, begrenzt durch 
die gemeinschaftlichen Normalen OA und Q,8. Die Länge der Curve OO, ist 
=(g+9)a, was aus einer andern geometrischen Betrachtung leicht folgt. 
(Vergl. Abh. von Crelle in Annal. de Math. par Gergonne, tom. XII.) 


2. Wenn die Basis AB auch ein Kreisbogen ist, 
dann fällt auch S, in den gewöhnlichen Schwerpunct des Bogens AB, so 
dafs folglich die drei Puncte S, S, und © in demselben vereinigt sind. 
Nun liegt der eigenthümliche Punct R in dem durch © gehenden Durch- 
messer des Kreises AB, und sein Abstand vom Mittelpuncte P des letzte- 
ren ist (131 u. 128): 


b b 
wo a der Radius der Basis AB und das Verhältnifs der Radien a:a=n 
gesetzt ist, (es ist dann auch q:q =n). 
Da hierdurch der Abstand (r,) des Mittelpuncts Q von dem Puncte R 
gegeben ist, und da man auch den Inhalt der von ihm beschriebenen Fi- 
17 * 
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gur W kennt (150): so wird dadurch der Inhalt der von R beschriebenen 
kleinsten Figur w gefunden, nämlich (126 u. 150): 


2 2 ‚at? (2a+3a)? 
= —r) = 4 ge 
Nun wird weiter der Inhalt der von einem beliebigen Puncte P be- 
schriebenen Figur W gefunden, sobald man dessen Abstand r, von R 
kennt, nämlich es ist (126) : 
13. 
= Na —r, 
= 


3+2n)? /b\? 

Die Figur W ist hier ein bestimmtes Stück irgend einer Epieycloide, 
dessen Quadratur durch die vorstehende allgemeine Formel gegeben wird. 
Der Winkel g (so wie q) kann beliebig grufs sein, d. h. er kann beliebige 
Vielfache von 27 enthalten, wo dann zugleich auch der Bogen AB eben 
so oft den ganzen Kreisumfang umfalst. Ist q gerade ein Vielfaches von 
27, so ist allemal die Sehne 4=0, und daher auch OR oder rn, =0, 
d. h. dann fällt der ausgezeichnete Punct R in den Mittelpunct © des 
rollenden Kreises, und aus den Formeln (152 und (153) verschwinden die 
mit d (oder r,) behafteten Glieder. Um dieses Verschwinden in den For- 
meln selbst anzudeuten, darf nur 2asin4g statt 5 gesetzt werden. — 
Es sei 9=m?rz, wo m eine ganze Zahl, so hat man: 

w= m(?!+n)za; 
und wenn zugleich 9=m?7z, und m ebenfalls eine ganze Zahl, jedoch 
m und mı relative Primzahlen sind, so ist: 

154. w= (2m+m)za, und 
155. W = (!m+m)za« + m+m)zr, 
wobei nämlich die von dem Puncte P beschriebene Curve (Epicyeloide) 
sich schliefst (oder in sich zurückkehrt), und der Kreis ® oder AB ge- 
rade mmal um die Basis U oder AB herumrollt. 
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In Hinsicht der kleinsien Figur w, wofern der Winkel g beliebig, 
wie in (152), kann noch bemerkt werden, dafs ihr Inhalt positiv oder ne- 
gativ sein kann, und dafs dazwischen »=0 wird, wenn: 


2 
und somit die Abstände r, und - der Puncte R und © von dem Mittel- 
puncte Q des rollenden Kreises durch die Radien beider Kreise gegeben 
sind. Die Werithe von W sind dann: 
Und wenn für diesen Fall insbesondere a= a, also n=1 ist, so hat man: 
158. | 3a; = W= gr". 

Es giebt noch andere Fälle, bei allgemeineren Curven, wo der 

eigenthümliche Punet R sich unmittelbar angeben läfst, wie z.B. folgende. 


IV. Wenn jede der beiden Curven ®, U geschlossen ist und die rollende® 
einen Mittelpunct hat; wenn ferner ihre Umfänge sich verhalten, 
wie zwei ganze Zahlen v:u, die keinen gemeinschaftlichen Thheiler 
haben, jedoch v gerade ist; und wenn endlich B so lange rollt, 
bis sie wieder genau in ihre anfängliche Lage gelangt, d. h. bis 
wieder die nämlichen Puncte A und U beider Curven sich treffen, 
was erst nach v Umläufen der B um U eintritt, und wo dann 
jeder mit ® verbundene Punct P in seine ursprüngliche Lage 
kommt, also die von ihm beschriebene Curve W in sich zurück- 
kehrt: so fällt der eigenihümliche Punct R allemal mit dem Mittel- 
puncte der rollenden Curve B zusammen. 

Nänlich unter diesen Bedingungen vereinigen sich die vier Puncte 
S, S,, © und R alle mit dem Mittelpunete der Curve ®. Denn dafs zu- 
nächst S in denselben falle, ergiebt sich daraus, dafs der in Betracht 
kommende Bogen AB bei ® gerade aus dem “fachen Umfange dieser 
Curve besteht, folglich der Krümmungs- Sehwerpunct S des ganzen Bo- 
gens mit dem des einfachen Umfanges der Curve ® zusammenfällt und 
mithin der Mittelpunct der letztern ist ($. XXI). Zugleich folgt hieraus, 
dafs der Winkel g=u.27, und da der Endpunet B des Bogens mit dem 
Anfangspuncte A zusammenfällt, dafs die Sehne 5=0 ist. Eben so ist der 
Winkel 9=v.?r, weil der ükerrollte Bogen AB aus dem vfachen Um- 
riuge der Basis Il besteht. 
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Um zu zeigen, dafs auch der Schwerpunct S, des Bogens AB, 
welcher von der Krümmung der Basis AB abhängt, in denselben Mittel- 
punct falle, denke man die Curven ® und U, von den Anfangspuncten A 
und A aus, beziehlich in v und % gleiche Theile getheilt; so sind diese 
Theile alle von gleicher Länge. Die Theile von ® mögen nach der Reihe, 
von A anfangend, durch ®,, ®, bezeichnet werden. Sie 
stehen einander paarweise gegenüber und sind congruent — weil B einen 
Mittelpunct hat und v»= ?n eine gerade Zahl ist — so dafs also ®, = 3.41; 
und dafs ferner irgend ein Punct X, in 
und der homologe Punct X,,, in ®,+, allemal die Endpuncte eines Durch- 
messers der Curve ® sind, also ihr Mittelpunct in der Mitte der Geraden 
X,X,+ı lieg. Heifsen die Theile der Basis U, von A aus nach ent- 
sprechender Richtung genommen, U,, U, U;, .... U,. Jeder dieser Theile 
wird je einmal von jedem der » Umfangstheile der ® — während diese 
ve Umläufe um U macht — überrollt, wovon man sich durch blofses Ab- 
zählen leicht überzeugt. In irgend einem Theile von U, etwa in U,, fixire 
man einen beliebigen Puncet X: so kommt derselbe mit solchen v Puncten 
X,X,, 43, :... Ar, der rollenden ® in Berührung, welche auf ihre v Um- 
fangstheile so vertheilt, dafs sie die Endpuncte von 
nDurchmessern der ® sind. Daher haben die Gewichte, welche je einen 
System von solchen v Puucten X,, A, .... X,,, vermöge der Krümmung 
der Basis U im Puncte X, zukommen, allemal den Mitielpunct der Curve 
zum Schwerpunct; und folglich mufs auch der gemeinschaftliche Schwer- 
punct aller Systeme, d. i. S,, in diesen Mittelpunet fallen. 

Wenn aber S und S, zusammenfallen, so vereinigt sich auch & mit 
ihnen; und da ferner die Sehne = 0 ist, so liegt auch R im nämlichen 
Puncte, so dafs also die vier Puncte S, S,, © und R alle mit dem Miitel- 
puncte der rollenden Curve ® zusammenfallen. 

Werden die oben angezeigten Werthe für die Winkel y und gq in 
die Formel (126) gesetzt, so hat man für den gegenwärtigen Fall: 

159. W=w+(r+u)rr’, 
das heifst: 

„Wird in einer beliebigen Kreislinie, welche mit der rollenden 
Curve DB denselben Mittelpunct R hat, irgend ein Punct P ungenommen, 
so ist die von ihm beschriebene Figur W allemal gerade um die v+ufache 
Kreisfläche gröfser, als die vom Mittelpuncte R beschriebene Figur w.” 
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In Rücksicht der obigen Bedingungen (IV.) kann man verschiedene Modi- 

ficationen eintreten lassen, wobei dann analoge Resultate statt finden, wie z.B. 

1. „Wenn % insbesondere ein Kreis, dagegen die Zahl v beliebig 

— gerade oder ungerade — nur nicht = 1°*) und wenn immer- 

hin v und u relative Primzahlen sind: so findet der Satz glei- 
cherweise statt. 

Denn wenn auch v ungerade ist, so haben doch die Puncte X,, 
X, X, ....X,, da sie nothwendig den Umfang des Kreises ® in (v) 
gleiche Theile theilen, immerhin dessen Mittelpunct zum Schwerpunct. 

Für diesen Fall hat man, wenn der Radius des Kreises = «a geseizt 
wird (150): | 

160. w= und 
161. W = + 
und für den speciellen Fall, wo P in der Kreislinie ® selbst liegt: 
162. W = (3v+2u)ra. 

In Hinsicht dieser Formeln, so wie in Bezug auf (159), ist zu be- 
merken: „dafs die nähere Form der Basis\\, wofern nur ihr Umfang den 
geforderten Bedingungen genügt, auf den Inhalt der Figuren W und w 
keinen Einflufs hat” Eben so verhält es sich bei einigen früheren Formeln. 

2. „Wenn ® beschaffen ist wie anfangs (IV.), dagegen Ü auch 
einen Mittelpunct hat, und wenn die Zahlen v und u beide un- 
gerade — aber immerhin relalive Primzahlen — sind: so fin- 
det der Salz, sammt der Formel (159), gleicherweise statt.” 

Denn wenn U einen Mittelpunct hat, so hat sie in den Eindpuncten 
X, D) jedes Durchmessers gleiche Krümmung; zwei solche Puncte aber 
treffen mit zwei Reihen Puncten auf ® zusammen, etwa mit Ä,, Ar,» 
... A, und Y,, Y,, .... Y,, welche paarweise die Endpuncte von Durch- 
messern der ® sind, nämlich so gepaart, dafs je ein Punct X mit irgend 
einem Puncie Y zusammergehört, (weil v und % ungerade sind); daher 
mufs der Schwerpunct dieser zwei Reihen Puncie, wenn sie — vermöge 
der Krümmungen in £ und 9) — gleiche Gewichte haben, in den Mittel- 
punct der Curve 3 fallen; woraus folgt, dafs auch der Schwerpunct $, 
in denselben Mittelpunct fällt. 

Dieser Satz findet auch statt, wenn insbesondere v=u= 1. 


*) Diese Bedingung wurde durch ein Versehen bei der ersten Mittheilung des 
Satzes (in diesem Journal Bd. 18. S. 278) nicht ganz richtig angegeben. 
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$. XXXVI. 
Zum Schlusse füge ich noch folgende Bemerkungen hinzu. 

1. Wenn insbesondere die beiden Curven ® und U einander gleich sind 
(congruent) und wenn sie einander — während ® auf U rollt — stets in 
homologen Puncten berühren, so ist die von irgend einem mit ® verbun- 
denen Puncte P beschriebene Curve W allemal der dem homologen 
Puncte P in Bezug auf die Basis U entsprechenden Fufspuncten-Curve V 
ähnlich, und zwar haben dieselben den festen Punct P zum (äufsern) Aehn- 
lichkeitspunct und ihre entsprechenden Dimensionen verhalten sich, wie 
2:1. Denn die gemeinschaftliche Tangente der Curven B® und U in ihrem 
Berührungspuncte (AU) geht offenbar in jedem Augenblicke durch die Mitte 
der Geraden PP und steht auf ihr senkrecht ; woraus das Behauptete folgt. 

Zugleich folgt hieraus, dafs die Curve W selbst als Fufspuncten- 
Curve angesehen werden kann, nämlich des Punctes P in Bezug auf eine 
Curve U,, welche der U ähnlich, mit ihr P zum Aehnlichkeitspunet und 
zudem doppelt so grofse Dimensionen, als diese, hat. So z.B. sind also 
die sämmtlichen Fufspuncten-Curven in Bezug auf einen gegebenen Kreis 
nichts anderes, als die verschiedenen Epicycloiden, welche entstehen, wenn 
der rollende Kreis der Basis gleich, und wenn ihr Durchmesser dem Radius 
jenes Kreises gleich ist. Gleiche Folgerungen ergeben sich für die übri- 
gen Kegelschnitte; woraus verschiedene Sätze hervorgehen, deren nähere 
Angabe hier übergangen wird *). 

Ueberhaupt finden also hier für die Figuren W die nämlichen Ge- 
setze sialt, wie oben für die Fufspuncten-Figuren (Anm. $. XXXV. 1. 
und $. XXI.); denn immer fällt der Punet S, — und somit auch &© — 
mit dem Krümmungs-Schwerpuncte S zusammen, und der nämliche Punct R, 
welchem die kleinste Fufspuncten-Figur » entspricht, beschreibt auch die 
kleinste Figur w. 

2. Ist AB Bogen eines Kreises %, dessen Radius =a, und AB eine 
heliebige, stetig convexe Curve, auf deren convexen Seite AB rollt; sind 
ferner P,, P., P;, .... P, irgend ein System von n Puncten in der Ebene 
des Kreises die dessen Mittelpunct Q zum Schwerpuncte haben und von 


#) Einige von diesen Sätzen befinden sich in Alügel’s Math. Wörterb. Art. Epi- 
cykloide, wo es aber (Bd. II. S. 128) statt: der „Durchmesser” der von den Brenn- 
puncten beschriebenen Kreise sei gleich der Hauptaxe der Ellipse oder Hyperbel; 


heilsen muls: der „Radius” etc. Ä 
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ihm beziehlich um 75, 735, 7. abstehen; wird r}+r?+...+r; 
= s’ gesetzt, und eben so die Summe der von den n Puncten beschriebenen 
Figuren W,, W;, .... W,, durch S, so wie die Summe der nexcentrischen 
Kreissectoren P,AB, P, AB, P,AB durch © bezeichnet, so hat man: 
163. S= +44+9).8. 
Liegen die n Puncte P,, P;, .... in einer mit ® concentrischen Kreislinie, 
deren Radius =r, so ist: 
164. 

Ist die Curve AB oder ll geschlossen, verhalten sich die Umfäuge 
von ® und U wie zwei relative Primzahlen v und x, und rollt ® gerade 
v mal um U herum, wo dann die n Puncie in ihre anfängliche Lage zurück- 
kehren und g=u.?7, qa=v.?7r wird, so ist jeder Sector = u. a? und man 
hat (163 u. 164): 

165. S= + und 
166. S= 
Haben ® und U gleichen Umfang, so ds v=u=1, so ist 


beziehlich : 
167. und 


168. S = 3n.za +?2n.zr, 
und wenn r=a, also die n Puncte in der Kreislinie ® selbst liegen, so ist: 
169. 

Hat die Basis U einen Mittelpunet, so haben die Figuren W,, 
W,,.... W,, in jedem der zwei letzteren Fälle (168 u. 169), unter 
sich gleichen Inhalt, so dafs also für jede einzeln, beziehlich : 

170. W=3ra@+2rr, und 
1711. W=5Jra. 

Wie man sieht, sind auch die vorstehenden Formeln von der speciellen 
Natur der Basis Ü (ihrer Gleichung etc.) unabhängig (s. $. XXXV. IV. 1.). 

Mehrere von den in dieser Abhandlung vorgetragenen Sätzen habe 
ich bereits früher in diesem Journal Bd. XVIH. zu beweisen vorgelegt. 
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9. 
BRecherches sur diverses applications de l’Analyse 
infinitesimale la Tiheorie des Nombres. 


Seconde partie. 
Par Mr. G. Lejeune Dirichlet. 


(Suite et fin du Memoire insere dans le cahier pr&cedent.) 


9 


La sommation qui nous reste & eflectuer, peut €etre operee par deux me- 
thodes differentes, en s’aidant des formules remarquables que Mr. Gaufs 
a etablies dans le heau memoire ayant pour titre „‚Summatio guarumdam 
serierum singularıum.” La premiere de ces methodes est fondee sur cer- 
taines series connues ordonnees suivant les sinus ou les cosinus des arcs 
multiples; en l’employant dans la note*), qui a pr&cede le present me- 
moire, nous avons deja remarque quelle s’applique de la m&me maniere 
et avec une facilite egale a toutes les series qui servent & exprimer le 
nombre des formes pour un determinant quelconque, c’est-a-dire aux deux 
series generales (19) et (23) du $.6., et nous avons me&me ajoute que les 
series de cette forme sont encore susceptibles d’etre sommees par le meme 
moyen, dans plusieurs cas differents de celui ou l’exposant s de la puissance 


Si eontenue dans le terme general, est egal a l’unite, ce qui etait d’ailleurs 
evident. En effet, la methode dont il s’agit, consistant a remplacer le fac- 
teur qui multiplie 2 au moyen des formules de Mr. Gaufs par un nombre 


limit de termes de l’une des formes sinnz, cosnx, on voit que la serie, 
apres cette transformation, se trouve changee en une somme de suites tri- 


gonometriques dont chacune a pour terme general une expression telle que 
sinne gu 


et peut par consequent Eire sommee pour les memes valeurs 


n® 
de s, pour lesquelles D. Bernoulli a donne les sommes de ces dernieres. 


seconde methode est fondee sur le procede connu de lintegration 
des fractions ratiounelles. Les series deja citees (19) et (23) $&6., coin- 


*) Voyez le tome XVIIL de ce Journal pag, 259. 
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cident avec celles qui forment la seconde des trois classes de suites infinies 
que nous avons eu a distinguer dans le memoire sur la progression arith- 
metique et nous avons deja observe dans le memoire cite 8. 10., que les 
series de seconde et troisieme classe peuvent @tre sommees par la methode 
qui avait ete expliguee en detail dans le $. 4. du m@me memoire. Les 
deux methodes que nous venons de citer, sont une et l’auire d’une grande 
simplicite. La seconde eiant celle qui se pr&sente le plus naturellement, 
nous allons l’emploeyer d’abord.. Mais avant d’entreprendre ce calcul, il 
faut rappeler les formules de Mr. Gaufs. Voiei une demonstration de ces 
expressions, fondee sur les memes principes dont j'ai deja fait usage daus 
un precedent memoire, mais plus simple a quelques £gards. 

Designant par f(x) une fonction de x, que je suppose continue entre 
les limites et 2=7, si l’on pose 

cossr de =c, 
on aura, comme l’on sait, 
= „f(r), 
le sigue 3 s’stendant a tous les entiers depuis s =1, jusqu’a s—=x. 
Comme ce developpement subsiste entre les limites e=0 et 2 =7 in- 
clusivement, on aura en particulier 
= rf(0). 

ll est facile de voir comment cette equalion doit &ire modifiee, lorsque les 
limites de lintegrale e, ont des valeurs quelconques. Considerons par 
exemple les limites O et 2%, A designant un enlier positif et posons 


1. [re cossedt = c,, 


la fonetion &ant toujours continue entre ces limites. L/integrale precedente 
etant partagee en 2% integrales partielles dont les limites sont O et , 
met 20, ...., (Ah—1) et et toutes ces nouvelles integrales 
etant ramenees a avoir pour limites communes O et 7, il viendra 


+2) +fR Ar —z)]cosse de, 
Cette expression de c, ayant la meme forme que celle donnee ci-Jessus, 
on aura 
2. +22 fRem), 
le terme general c, du premier membre etant donne par l’&quation (1). 
18 * 
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Cela pose, considerons lintegrale 


cos()dx = a, 


a etant une quantite numerique. Posons dans cette integrale 


z designant la nouvelle variable et n etant un entier positif divisible par 4. 


Il viendra ainsi 
cos("-2°) dz — 2a 


Ceite integrale etant decomposede en une infinite d’autres ayant pour li- 
mites deux multiples consecutifs de 2, tels que 257 et 2(s-H1)r, et ces 
nouvelles integrales etant ramenees & avoir les limites communes O et 27 
par le changement de z en 2s#-+2z, on aura 


272 2 


le signe & s’etendant depuis s=— jusqu’a s= x. 


En developpant sous le signe cosinus, omettant le terme Ans’, 
multiple de 27, et r&eunissant les termes de la somme qui repondent & des 
valeurs opposees de s, il viendra 


"cos cos ( 2?) = 2ay?r, 


le signe s’etendant s—=1 jusqua s—=x. Si maintenant l’on 
fat nz =?x, on aura 


"cos To cos ( (2) da = ayınz. 


Comme l’entier n est pair, le premier membre rentre dans la forme de celui de 


Vequation (2), f(x) etant cos -). On aura donc en vertu de cette Equation 


c0s0 + cos(3 ) 


Sı lon observe que l’on a cos a = cos (n—s)?: —, l’equation prece- 
dente pourra prendre cette forme plus simple, 

= 
Pour determiner Ja qusntite « a independante de n, il suflira de donner a n 


sı 
une valeur particuliere. Posant, par exemple, a=4, on trouve 


fl 
| 

| 
- 
| 
= 
a 
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On a donc definitivement, quel Ventier n=4u, 


— = yn 


En operant de la m&me maniere sur Vintögrale sin(2?)dx, on trouve aussi 


= /n, 
le signe sommatoire s’etendant toujours depuis s=0 jusqu’a s=n—1. 
N seroit facile d’obtenir par une analyse semblable les sommes de 
la forme des precedentes, pour les cas ou n est de l’une de trois formes 
4w-+1, 2, 3; mais il est plus simple encore de ramener ces cas a celui 


on n a la forme 4u. 
Pour y parvenir, soient n et »» deux entiers quelconques dont le 


premier est suppose positif, ei posons 


son—l 2 


ou designe, pour abreger, la quantit& imaginaire 


La fonction P®(m,n) jouit de plusieurs proprieies remarquables. On 
a d’abord evidemmeni, si m’ designe un troisieme entier tel qu'on ait 


m’ = m (mod.n) 

3. Ofm,n) = n). 
On a encore, en supposant c premier a n, 

4. = D(c’m,n). 
Cela resulte de ce que l’expression cs, en y faisant successivement s =, 
1, ...., 2—1, donne ces memes nombres pour restes lorsqwWon la di- 
vise par n. | | 

Une troisieme propriete est exprimee par lequation 
5. = D(i,mn) 

qui suppose les entiers n et m lun et l’autre positifs et premiers entre 
eux. En effet, comme l’on a 


il viendra en muktipliant 

ou ce qui revient au meme, en ajoutant a l’exposant l’expression Is/ ri, 
multiple de 
m — Olm,n) m). 


| | 
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Le binome msn! peut Eire remplace par son resie relatif au di- 
viseur mn. Or, m et n Etant premiers entre eux, il est facile de voir que 
les valeurs que ee reste oblient entre les limites de la double integration, 
coincident, abstraciion faite de Tordre, avec les termes de la suite 0, 1, 
mn —1. Le resultat prend donc la forme d’une somme simple et Ion a 


= = D(m,n) DP(n, m), 


ce qu'il s’agissait de prouver. 

Au moyen des Equations qui viennent d’etre etablies, il est facile d'ob- 
tenir la valeur de ® (1, n), quelle que soit la forme de l’entier n. Si l’on suppose 
d’abord a = 4u, on aura, en vertu des sommations eflectuees plus haut, 


Soit en second lieu n un entier impair. L’equation (5) donne, en y fai- 


saut m—4, 
= Pl1,4n). 

Le second membre est en vertu de l’@quation precedente, =2(1-Fi)yYn. 
D’un autre cöte, les deux expressions (4, n), ®(n,4) peuvent d’apres les 
equations (3) et (4), €tre remplacees, la premiere par ®(1,n), la seconde 
par ®(1,4) ou par ®(3,4), suivant que n est de la forme 4u+1 ou de 
celle-ei 44u+3. Or il est facile de voir qu’on a 

91,9) = 2143, 96,9 = 2-3). 
On conclut de la 
Pl,n)=yn, n=4u+1; P,n)=iyn n= 

Reste a considerer le cas ou n a la forme 442. Comme dans cette 


supposition, 5 et 2 sont premiers entre eux, l’&qualion (5) donnera 
=), 2) = P(l,n), 
et que d’un autre cCöle, )=PA,9=0, il s'ensuivra 
Pl,n)=d. 
Considerons specialement le cas ou n est un nombre premier impair p, et 
soient a et b respectivement les residus et les non-residus quadratiques 
de p, moindres que ce nombre. On aura alors, en observant que l’ex- 


1 


p—1 
pression se reduit a 1 ou ö, suivant que p a la forme ou 


celle-ci 44. +3, 


= 


= 
4 
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equation qu'on peut meitre sous cette autre forme, en remplacant s’ par 
son reste: 


1+22eP? 
le signe 3 s’etendant a toutes les valeurs de a. Si m designe un entier 


non-divisible par p, on aura pareillement en remplagant ms’ par son reste, 
i 


. 
Omp) =1+2Zer ou 
77. 


Ir. 
suivant que (=) —=1ou=—1. Puisque d’un autre cöte Se? + Ze r' 


= — 1, on pourra reunir ces deux resultats dans cette forınule, 
m\.() 
p) = (2) 


On’ donnera cetie autre forme & l’expression ®(m,p), en y mettant au lieu 
de 8? son reste, 


Imre . 


Olm,p) =1+28e 


et la comparaison de ces deux &quations fournira celle-ci 

1+2Ze = |(—)i-’ 

+27Ze 


Si maintenant observe qu’on a evidemiment 


. mr . 


md, 
l’equalion precedente pourra se changer en celle-ci 


En soustraiant cette equation de la precedente et divisant le resultat par 2, 
on aura definitivement 


se? — (2) 


Cette equation subsiste quel que soit lentier m, pourvu quil ne soit pas 
divisible par p. Lorsque m est un multiple de p, le premier membre se 
reduit evidemment a zero. Nous Ecrirons l’equation d’une maniere plus 
abregee, et comme il suit 


ot le signe sommatoire s’etend depuis g = 1, jusqua g=p—1. 


| 
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$. 10. 


D’apres les resultats obtenus dans le $.8., oü nous avons fait voir 
que la determination du nombre A des formes quadratiques qui repondent & 
un determinant quelconque, se reduit toujours & une question du meme 
genre et relative au cas oü le determinant n’a pas de diviseur carre et ou 
les formes dont il siagit d’obtenir le nombre, appartiennent a la premiere 
espece, nous n’aurons plus & nous occuper que des 4 determinants 

P,2P,, —P, —2P, 
P=pp'p" ...., designant un entier impair et posilif dont les diviseurs 
simples p, p', p’', .... sont tous differents les uns des autres. 

Il importe de remarquer que la leitre P telle qu’on vient de la de- 
finir, a la meme signification que dans les $$. 5. et 6., lorsque le deter- 
minant que nous designerons toujours par D, est positif, mais que dans ie 
cas de D negalif, cette lettre telle qu’elle a employee dans les 
cites, repond a ce que nous designons maintenant par —P. Cela ne change 
rien & llexpression (2), contenue dans l’equation (19) du $. 6., et la 
valeur de s fixee par les @equations (9) du m&me $., cette valeur devant 
ere +1 ou —1, suivant que le determinant, delivre de tout diviseur 
carre, est impair ou pair. Mais il n’en est pas de meme de Ö, cette 
valeur dependant du reste qui donne P, pris avec son signe, relativement 
au diviseur 4. 1 resulte de la qu’en posant pour ahreger 


le signe s’etendant & tous les entiers 2 positifs, impairs ei premiers a P, 
les expressins d=+1, e=+1, qui doivent enirer dans la serie V 


contenue dans l'equation (19) ou (23), suivant qu'il s’agit d’un determinant 
negatif ou posilif, seront determinees comme il suit 


B=P, 4u+1 
De 
D=P, 4u+3 
=—P., 
D=2P, P=4u+l 


D=2P, 
D=—?2P,P=4u-+l 


+ 

— 

E = —l, e=—l. 
= 
; 
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Cela pose, nous avons successivement & considerer les quatres combinaisons 
que presentent les Equations simultanees d= +1, e= +1. 
I. Supposons d’abord d=1, e=1. La serie V etant divisee par 


(1 (3) +) ‚il viendra 


n\ 
P/2 
le signe Z s’etendant a tous les entiers positifs n, premiers a P, pairs 
ou impairs. | 
En exprimant la serie par une integrale comme au $. 1., en aura 


1 


ou l’on a fait pour abreger, f(x) = >(2)2”, le signe 3 s’etendant aux 
entiers precedemment definis moindres que P. En appliquant & cette inte- 
grale, la methode ordinaire de decomposition, on trouve 


0 


2 
1-(7)3 
le signe 3 s’etendant & tous les entiers m depuis m —=0 jusqua m—= P—1. 


. n 
Tout se reduit done & obtenir la fonction r(e?‘) = 


Pour y parvenir, mettons la. fraction 5; contenue dans l’exposant, 

sous la forme 

u etant un entier positif ou negatif, et 9, g’ .... desiguant des entiers po- 
sitifs respectivement inferieurs & p, p‘, .... On sait que cela ne peut se 
faire que d’une seule maniere (Disg. arith. 311), et il est manifeste, n etant 
premier & P, qu’aucun des entiers g, g‘, .... ne saurait @fre zero. Il est 
encore facile de voir qu’en donnant a n toutes les valeurs qu'il doit rece- 
voir dans la sommation, 9, 9’, .... pr&senteront toutes les combinaisons que 
l'on peut former avec les entiers depuis g=1 jusqu’a g=p—1, depuis 
g’—=1 jusqua etc. Quant & l'entier on pourra le negliger 


a cause qu'il est multiplie par 2:n75 dans l’exposant. Si maintenant nous 


faisons pour un instant r, s..., l’equation precedente donne 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 2. 19 


| 
> 
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n=gr+ygr + .... (mod.P), 
d’ou conclut ces @quations 


au moyen desquelles la fonction r(e?') se changera dans le produit de 


(3) .... par les sommes 


Remplacant ces dernieres par leurs valeurs fournies par l’equation (6) du 
$. pr&ecedent, on aura 


; 

en supposant m premier a P. Dans le cas contraire f 8 r ) s’evanouira 

par ce qu’une au moins des sommes precedentes se reduira & zero. Quant 

au produit (-) (7) ...., On remarquera qu'il se compose d’autant de pro- 


4 


duits partiels de la forme (2) (2); que les nombres p, p‘, .... peuvent 


combines deux deux. Or, comme l’on a (#) (—1)? ? 


=: ° °, on voit que l’expression qui multiplie (3) dans l’equation 


obtenue plus haut, peut prendre la forme 
Nous avens donc definitivement 
(m 
fe’ wi (Z)vP; 


suivant que m a ou n’a pas de diviseur commun avec P. Substituant cette 
valeur et observant que tant que m<{P, on a 


z—e P 


viendra 


le signe sommatoire s’&tendant & tous les entiers m inferieurs et premiers 


vv... 

= 

73 

„rt 

-. 

Dans 
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a P. L’equation precedente se simplifie en remarquant qu’on a 3(?) =0; 
elle devient ainsi 


Comme le premier membre est reel, les imaginaires doivent se detruire 
dans le second, comme il est d’ailleurs facile de le verifier. 

Distinguons maintenant les deux formes que P peut presenter, en 
supposant successivement P=4u-+1 et P=4u+3. Nous obtenons ainsi 


le signe & s’etendant toujours aux entiers »n inferieurs et premiers a P. 
u. , Bei en second lieud=—1, e=1. Comme le facteur qui 

multiplie — 1 dans la serie V, est le möme pour des valeurs de n, qui dif- 


ferent d’un multiple de 4P, on aura d’apres ce qui a eie dit dans le $. 1., 


1 
n—1 


Fe) = 2(—1)? 
le signe 3 s’etendant a tous les entiers n, inferieurs et premiers a 4 P. 


La methode connue pour la decomposition des fractions ratio- 
nelles donne 


(a) 


en posant pour abreger 


, 


ou le sigue 3 s’etend tous les entiers depuis m 0 jusqulam =4P—1. 


. 
Tout se reduit done & determiner l’expression F(e® ). On peut y 
parvenir par des considerations analogues & celles que nous avons employees 


ı 
dans le numero precedent pour trouver f\e (e? r'), mais il est plus simple 
encore de ramener ce cas & celui que nous avons deja examine. Pour 


cela on d&composera la fraction „—, contenue dans l’exposant, comme il suit 


n n' 


19 * 


4 
| 2 
7 
— 
4P + pP 
| 
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ou il est facile de voir qu’en supposant y et n’ positifs et respectivement 

inferieurs a 4 et a P, les valeurs de y et de »' presenteront dans la 

sommation qu'il s’agit d’effectuer relativement a n, toutes les combinaisons 

des nombres ‘y inferieurs et premiers a 4, avec tous les nombres »’ infe- 

rieurs et premiers a P. De l’equation pr&cedente mise sous la forme 
n=Py-+4n' (mod.4P), 

on conclut facilement 


La fonction F ) par la substitution de ces valeurs 


Quant a la seconde des deux sommes contenues dans le second membre, 


elle est evidemment identique a la fonction f(e® ); n’ ayant ici la m&me 
signification que n dans le n°. precedent. La premiere somme pourrait se 
deduire des formules donnees dans le $. 9., mais comme elle n’a que deux 
termes repondant a y=1, 3, on voit sans peine et independamment de 


ces formules, que pour une valeur impaire dem, elle se reduit a 2?(—1) ? , 


et quelle s’evanouit dans le cas contraire. Substituant les valeurs des deux 
P—1 P—1 


sommes et remplagant en m&me temps (—1) ? par i ?, on aura 


P+1 

en supposant zn premier a 4P. Dans le cas contraire le premier membre 
s’evanouit par ce qu’une au moins des sommes que nous venons de consi- 
derer, se reduit & zero. Au moyen de ce resultat, on conclura 

m—1 | 

le signe s’etendant aux entiers m inferieurs et premiersa4P. Si l’on oh- 
serve que pour ces valeurs on a 


= 0, 


l’equation precedente prendra cette forme plus simple 


N 
2 
Be 
j 
t 
A 
> . 
+ 
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En distinguant maintenant les deux formes que le nombre P peut presenter 
lorsqu’on le divise par 4, on aura 


m—i 
P=4u+43, 


P=44, “(=)m, 
le signe sommatoire se rapportant aux entiers m oki et premiersa4 P. 
III. Les cas qui nous restent a considerer et qui repondent ä 
el, ce = —1; d=—1, ce =—1, etant entierement semblables ceux 
qui viennent d’etre traites, nous indiquerons rapidement le calcul qui s’y 
applique. En conservant d’abord la valeur ambigue d= +1, on aura 


- 


(b) 


le signe 3 s’etendant aux entiers 7 införieurs et premiers a8P. On con- 


clut de la 


le signe 3 se rapportant aux entiers compris entre m=0 et m—=8P—1, 
et A, designant pour abreger la somme 


etendue aux entiers definis haut. En 
8P = +7 +5 P’ 


il est facile de voir que n recevra toutes les valeurs auxquelles la som- 
mation doit s’etendre, en combinant les eniiers y inferieurs et premiers ä S, 
avec les n’ inferieurs et premiers a P. Si Ion remarque en outre qu'en 
vertu du $. 2., la congruence sous Aa (mod. 8P) entraine ces 
equations 


lexpression preudra la forme 


J 
2 
n—1 nn n 
3? 
Y 
> 
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Tout se reduit done a avoir la somme relative & y. On pourrait la de- 
duire du $. precedent; mais comme elle ne se compose que d’un nombre 
limite de termes qui repondent a y=1,3,5,7, on voit de suite que 
lorsqu’on a d=1, la somme est zero ou (—1) ® yB8, et que lorsqu on a 
m—1 , m’—ı 


—1, elle est zero ou (—1) suivant que est pair ou 
impair. On conclut de la ces deux eprione 


qui supposent m premier a 8P, et dont les seconds membres daus le cas 
contraire, doivent @tre remplaces par zero. Au moyen de ces expressions 
le calcul s’acheve comme dans les cas deja examines, et l’on trouve 


1 m’—t/m 
P=4u-H1, V=— 2(—1): (7) 10g sin 


P=4u+3, V=— (2)m, 


= —1 


P=4u+3, V=— 75 2(—I1) 2 8 (2) logsin 


les sommations s’etendant aux entiers m inferieurs et premiers a SP. 

IV. Nous allons maintenant resoudre la question dont nous venons 
de nous occuper, par la premiere des deux methodes indiquees plus haut, 
qui est celle des series trigonometriques, en nous bornant toutefois, pour 
abreger, aux series V qui se rapportent aux determinants negatifs. Soit 


en premier lieu d=1, ce=1, P=4u+3; on a alors 


le signe 3 se rapportant aux entiers n impairs et premiers a P. D’apres 
l’equation (1), on a pour un nombre P de la forme 44 +3, 


suivant que n est ou n'est pas premier a P, et le signe s’etendant aux en- 
tiers »n inferieurs et premiers a P. Si l’on introduit cette expression dans 


I=—l, e = —1 


la serie V & la place de (5): ou pourra etendre la sommation relative an, 


4 

| 

# 
4 

BER 
j 
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a tous les entiers impairs, l’expression precedente s’evanouissant pour des 
valeurs de 2 qui ne sont pas premieres & P. Il viendra ainsi, en inter- 


vertissant lordre des deux integrations 


1 
La premiere integration peut s’eflectuer au moyen du resultat connu d’apres 
lequel la serie 


5, x > + +. ete. 


a la valeur Yu 7 ‚ suivant que x est compris entre O et z, ou entre 


z et 27. En distinguant done les valeurs de m, inferieures a 4P de 
celles qui surpassent 4P, et designant ces valeurs respectivement par m’ 


et =n‘‘, il. viendra 


Conme dans la seconde somme on peut evidemment remplacer m’’ par 
P—m', et qu’on a d’ailleurs, P etant de la forme 4u +3, 


on aura 


m’ 
| | 2(%) 
expression d'une forme differente de celle que nous avous trouvee plus haut. 


Si avant de sommer on avait divise par (1—(5) 5); on serait tombe sur 
le me&me resultat que nous avons obtenu par l’autre methode. 
Soit en second lieu d=—1, P =4u+1. On a alors 


vo 2-1 


n 
ne doit recevoir que des valeurs premieres a 4P. WLiequation (2) 
donne ce cas 


mol 
suivant que n est ou n'est pas premier a 4P, et le signe s’etendant aux 
entiers m inferieurs et premiers a 4P. Introduisant cette expression dans 
la serie V, il viendra 


| 
Comme lexpression qu’on a substitude, s’&vanouit lorsque n n est pas pre- 


5 
| | 
. 
| 
= 
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mier a 4, on voit que peut dans la somme p Supposer 


a volonte que n obtient toutes les valeurs entieres ou seulement celles 


qui sont impaires. Dans la premiere supposition on aura en vertu de 
l’equation 


= + eic. 


qui subsiste depuis 2=0 jusqua 


et par suite 


ou ce qui revient au meme, la une somme etant evidemment nulle, 


v=— 
ce qui coincide avec la valeur obtenue par l’autre methode. Si en second 
lieu on suppose que n ne recoit que des valeurs impaires, on trouvera, au 
moyen de l’equation (5), et en designant par m’ ou m‘ les . de m, 
suivant qu’elles sont inferieures ou a 


ou, en mettant 4P— m’ a la place de m’, et I qu’on a 


4P-m—1 
en 


m'’—1 
(7). 
ce qui est une nouvelle expression de V. 
Les deux autres cas etaut traites de la möme maniere, on trouvera 
outre les resultats deja obtenus par l’autre methode, deux nouveaux re- 
sultats que nous allons reunir avec les deux pre&cedents, 


=1, :=1, P=4443, 
P=4u+1, (5), 


7) 


mt / 
—1l, e=—1, +1, Va (3). 


o=1l, =—1, P=44u+3, V= 


1 . _2mn 
T, 
PR 
d 
= 
? 
= 
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Les valeurs m’ sont premieres a P, et en outre impaires dans les trois 
dernieres equations. Quant aux limites des integrations, on doit ajouter que 
les valeurs de m’ doivent etre respectiyement inferieures a3 P, 2P, 4P, 4P. 


Les expressions de V peuvent prendre beaucoup d’autres formes 
encore. On obtient, par exemple, des expressions differentes des pr&cedentes 
et plus simples, si dans le cas oü le terme general renferme l’un des facteurs 


n—1 1 


(—1)?, —1) ® , ou lun et l’autre de ces facteurs, on conserve ces 
facteurs dans la serie, en nintroduisant les formules de Mr. Gaufs que pour 


remplacer l'expressions (5). C'est ce que nous allons faire pour les {rois 


derniers cas du tableau precedent (d). Dans le Kine de ces trois cas, on a 


= OR P=4u+1. 


L’equation (1) donne dans ce cas, 


_ ou =0, 


suivant que n est ou n’est pas premier a P, et m devant recevoir toutes 
les valeurs inferieures et premieres a P. En substituant cette expression 
n 
de (>): on aura 


oü la sommation relative & n, peut maintenant s’etendre & tous les entiers 
impairs. Or, Ion sait que la serie 


a la valeur ou T que x est compris entre 


entre ei ou enfin entre et Si done l’on designe par m‘, m“, 


respectivement les valeurs de m comprises dans trois 0et4 
ıP et et P, on aura | 


On a dailleurs 
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d’ou Yon conclut 
m‘ designant les valeurs premieres & B comprises entre O et 4 P. 
Dans le second cas on a 


2-17 P=4u+3. 


En substituant la valeur de (& 5) donnee par T’equation (1), il viendra 
1 
n pouvani maintenant recevoir toutes les valeurs impaires premieres a P 
ou non. Or la serie 
elant sommee par les moyens connus, on trouve que sa valeur est re- 
spectivement 


suivant celui des eing intervalles 


dans lequel x est compris. En designant donc par m’ les valeurs de m 
comprises entre 4P et $P, et par m‘ celles qui tombent entre 5P et zP, 


on aura 
V= )— 2(5 


ou plus simplement en ohservant qu’on peut remplacer m’ par P— m‘, 


et quon a (= ;): 


On trouve d’une maniere ur semblable, P etant de la forme 464 +1, 


| u 
en designant par m‘ et m‘ les valeurs premieres a P et respectivement 


comprises dans les deux intervalles O et 3P, 3P et 4P. Il importe de 
remarquer que les equations (e) et (9) ne s’appliquent pas au cas u P= 1. 


; 
N 
> 
| | 
% 
- 
| 
2 
4 
4 
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11. 


On pourrait donner beaucoup d’aufres formes a l’expression de la 
serie V, soit que cette serie reponde a un determinant negatif, soit quelle 
se rapporte & un determinant positif. Mais comme ces details ne pre- 
sentent aucune difficulte, nous ne nous y arreterons pas et nous passons & 
l’enumeration des differents theor&mes, qui r&sultent des Equations (19) ei (23) 
du $.6., lorsqu'on y introduit les expressions qui viennent d’öire obtenues. 


Determinants positifs. 


| 2-2) IT 
I. D=P, P=4u-1, h= 


ou les entiers m inferieurs et premiers a P, sont designes par a ou par D, 


suivant que l’equation (2)= +1 a lieu avec le signe superieur ou avec 


le sigue inferieur. 


1 II sın 4P 
| 4P 
oü les entiers m inferieurs et premiers a4P, sont designes par a ou par 5, 


suivant que le signe ambigu dans l’equation 1° (*) = +1, est le 


signe superieur ou inferieur. 


1 ITsin 
Im. D=?2P, P=4u+1, uvap, ar’ 


ou les entiers m inferieurs ou premiers a 8P, sont desigues par @ ou par 5 sui- 


m? 


vant que le signe ambigu dans l’equation (—1) ? (2) = +l, est le signe 
superieur ou inferieur. 


| IT sine, 
sp 


ou les entiers m inferieurs et premiers & 8P, sont designes par & ou par 5 


m—i 


m?’—ı 
suivant que lon a (—1) ? (2) z+lu=-—1. 
20 * 
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Determinants negatifs. 
v. D=—P, P=44+43, k= — = 


Dans ceite equation a et 5b ont la me@me signification que dans le premier 
cas, et A et B designent respectivement combien il existe de valeurs « 
et 5 au dessous de + P: 

Zb—2a 


Les letires a et 5 ont la meme signification que dans le second cas, et A 
et B designent respectivement les nombres des valeurs « et 5 qui sont 
inferieures a 2P. On a encore dans ce sixieme cas, en designant par 
4’ et B’ les nombres des valeurs « et 5 au dessous de 4P, a et 5 ayant 
le meme sens que dans le premier cas: 


vl. D=-2P, P=443, k= 


Les lettres a et 5 ont la m&me signification que dans le troisi&me cas et 
A et B desiguent respectivement les nombres des valeurs « et 5 moindres 
que 4P. On a encore dans ce septieme cas, en designant par A’ et B’ 
les nombres des valeurs a et 5, comprises entre 4P et $3P, a et 5b ayant 
le m&me sens que dans le premier cas: 


h= 2(4'—B'). 


ou a et 5 ont le m&me sens que dans le quatrieme cas, et A et B de- 
signent les nombres des valeurs # et 5 qui tombent au dessous du 4 P. 
On a encore, si conservant aux lettres a et 5 la meme signification que 
dans le premier cas, lon designe par A’, B’/; A, B“ les nombres des 
valeurs @ et d qui sont contenues dans les deux intervalles compris entre 
V0et4P, et P: | 
h= —B'—4'+B"). 


li nous reste A presenter quelques remarques sur les resultats qui 
viennent d’eire Eenonces. Pour parler d’abord des quatre premiers cas, 
nous devons dire que les expressions qui s’y rapportent quoique {res simples, 
ne sont pas sous la forme qui en montre la veritable signification. Pour 
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leur donner cette forme, nous nous occuperons specialement du premier de 
ces cas. Les trois autres donnent lieu a des remarques entierement sem- 
blables. Soit = une indeterminee et considerous les deux produits 


2art . 
). 
Il est evident qu’en posant 
le polynome X ne sera autre chose que le premier membre de lequation 
que Ton obtient en delivrant l'equation binome de ses racines 
non-primitives. Il est facile de conclure de la que pur z=1, on a 
ua Z=-P 
suivant que le nombre des facteurs simples p, p‘, p‘', .... de P est supe- 
rieur ou Egal & l’unite. (Le cas ou !’on aurait P=1, est exclu, le deter- 


minant etant un carre dans ce cas.) 


On a donc suivant les deux cas qui viennent d’etre distingues, 


I(i—er )n(i—e? ) =lou=P. 
On a aussi 


= II(— 2isin 


et si Ton observe que les valeurs a ei 5 sont en nombre Egal, que la 


suite des valeurs 4 renferme toujours avec un nombre « son complement 
P—-.a, et qu'il en est de möme de celle des valeurs d, on en conclura 


br 
II sin 4 
ATE . 
sin u 
et par suite en ayant egard & une Equation pr&cedente, 
br 
II sin — 2 
II sin 


suivant les deux cas deja distingues. La determina“’'on de 4 depend done 
2br 


du produit n( l— re) Or il resulie d’un theoreme connu dü a Mr. Guufs 
et quiil est facile d’etendre au nombre compose P, que le polynome 
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abır 


') est toujours de la forme 1 Y+ZyP), Yet Z etant des 
polynomes co@fficients entiers. Eu designant donc par Y, et Z,, les va- 
leurs que Y et Z prennent pour z=1, et passant des logarithmes aux 
nombres, l’equation qui determine 4, deviendra 


(T+UyYPY = 


_ 
ou (T+-UYPY — ) 


suivant que le nombre des facteurs simples de P est superieur ou &gal a 
lunite. Sous cette forme les resultats qui se rapportent a un determinant 
positif, paraitront bien remarquables, s’il est vrai, comme l’a dit un illustre 
geometre, que linteret que presentent les recherches arithmetiques ait sa 
source non-seulement dans la difficulie de la matiere, mais surtout dans les 
rapports intimes que les recherches de ce genre devoilent entre des theo- 
ries entre lesquelles on ne soupgonnerait aucune Cconnexion. | 

Quant au calcul des polynomes Y et Z, il peut se faire, soit par 
la methode de Mr. Gaufs, soit par un moyen dont Legendre a fait usage et 
qui est fonde sur les relations connues qui existent entre les coefficients 
d’une equation et les sommes des puissances semblables de ses racines. Il 
est facile de voir qu’a laide de ces relations on peut oktenir successive- 
ment tous les co@fficients d'une Equation lorsque les sommes des puissances 
de ses racines sont connues, comme celaarrive ici, la somme des puissances 
on“ des racines de l’equation 


II (x er ) == 0, 
resultant sans difficulie de la formule (1) du $. precedent. 
On trouve ainsi, en supposant par exemple P=3.11, 
Y= 2" +2 +4 +2 


et par suite 
Y, 46, 8. 


Comme lon a aussi (5)= 1, Texpression ( 


(23+4y33). On a diun aufre eöte TH UYP=23+4y33, dou il 
sut A=2?, ce qui est exact, les formes qui repondent au determinant 33, 
etant © —33y?, 332°—y”. Pour donner un exemple du cas ou P se 
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reduit a un nombre premier, soit P= 17; on trouve alors Y, = 34, Z,=S, 


et lexpression y (7) deviendra (4+-y17” = 353 +8 y17 


ce qui est la premiere puissance d T+ UYP=33-+8 717, comme cela 
doit &tre, puisque pour le determinant 17 il w'existe que la seule forme 

Les expressions de A, relatives aux determinants negatifs, n’ont be- 
soin d’aucune explication. Nous ajouterons seulement que pour un cas 
particulier qui se rapporte au n”. V., le resultat avait deja &te indique par 
Mr. Jacobi. (Voir ce Journal Tome IX.) 

Nous terminerons ce mcemoire en indiquant une application que 
l’on peut faire des expressions de A, dans le cas des determinants ne- 
gatifs. On sait que lorsqu'un entier k peut @tre decompose en trois car- 
res, ou en d’autres termes lorsque lequation +-y’+2?=% est pos- 
sible, le nombre de ses solutions depend du nombre des formes dont le 
determinant est —k. Les theor&mes qui fixent cette d&pendance, ont d’abord 
ete decouverts par Legendre dans les cas les plus simples et par voie 
d’induction. Mr. Gau/s les a ensuite demontres d’une maniere generale et 
tres ingenieuse dans la 5“ section de son ouvrage. Il est evident qu'il 
suffit de comparer les tlıeoremes dont il s’agit, avec les resultats aux- 
quels nous sommes parvenus dans ce $. et dans le $. 8., pour en con- 
clure par la simple elimination du nombre des formes quadratiques, qui 
entre dans les uns et dans les auires, de nouvelles expressions pour le 
nombre des solutions de lequation expressions qui ne 
renfermeront plus rien qui soit relatif aux formes quadratiques. Je me bor- 
nerai ici a ceite seule remarque et je n’entreprendrai pas quant & present 
l’enumeration de ces nouveaux tiheor&mes; ces details seront mieux pla- 
ces dans un autre memoire dans lequel je chercherai & etablir les resul- 
tats dont il s’agit d’une maniere directe et sans y faire concourir les deux 
theories dont je viens de parler. 
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10. 


Anwendungen der Statik auf die Lehre von den 


geometrischen Verwandischaften. 


(Vom Hrn. Prof. 4. F, Möbius zu Leipzig.) 
{ Fortsetzung des Aufsatzes No. 4. im vorigen Hefte.) 


r 


IE. Vom Gleichgewichte bei sich gleichbleibenden Figuren. 


7. Zwei Systeme von Puncien in Ebenen heifsen einander gleich, 
wenn jedem Puncte des einen Systems ein Punct des andern auf eine 
solche Weise entspricht, dafs je zwei geradlinige Figuren, deren Spitzen 
sich entsprechende Punete sind, einerlei Flächeninhalt haben. 

Soll hiernach zu dem Systeme von Puncien F, @ H, 4, A, .... 
in der einen Ebene ein entsprechendes @‘, 4‘, .-.. in der 
andern construirt werden, so nehme man F’ und @’ ganz willkürlich und 
IH von FE'@’ in solchem Abstande, dafs das Dreieck F'@H' mit 
gleichen Inhalt hat. Der dem A entsprechende Punct A‘ wird hierauf 
dadurch bestimmt, dafs die Dreiecke A’F'@' und A’@H’ resp. den Drei- 
ecken AF@ und AGH dem Inhalte nach gleich werden. Auf dieselbe 
Weise läfst sich der dem A, entsprechen sollende Punct A, finden u. s. w., 
und es werden alsdann aufser den einander gleich gemachten Dreiecken 
auch je zwei andere, deren Ecken sich entsprechende Puncte sind, glei- 
chen Inhalt haben, und mithin die beiden Figuren einander gleich sein. 

Um dieses zu zeigen, beziehe man in jeder der beiden Ebenen die 
Puncte derselben auf zwei in ihr beliebig gezogene, sich unter rechten 
Winkeln schneidende Axen und setze hiernach die Coordinaten von A, 
y; die von u. Die Bedingung, dafs die Dreiecke AFG 
und A’F'G‘ gleichen Inhalt habeu sollen, führt zu einer Gleichung von 


der Form 

deren Coefficienten ß, ‘y, e Fiunctionen der Coordinaten von F, 
F', 6’ sind. Eine eben so geformte Gleichung mit Coefficienten, welche 
Functionen der Coordinaten von @, H, @’, H’ sind, erhält man aus der 
Gleichheit der Dreiecke AGH und 4°@H’. Eliminirt man aus diesen zwei 
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Gleichungen das einemal y, das auderemal z, so kommen zwei Gleichun- 


gen von der Form 
y=at+bu+f, 
deren Coefficienten a, b, .... f von den Coordinaten von F, G,H,F, 6, HW 
abhängen, und zwischen welchen, wegen der Gleichheit der Dreiecke FGH 
und #’@‘H' noch eine gewisse Relation stattfinden mufs. 

Sind nun z,, Yı5 22, &, resp. die Coordinaten der 
Puncte A,, A, und der ihnen entsprechenden A,, A;, so hat man auf 
gleiche Weise 

y=at+burf, 
Substituirt man diese Werthe von y, yı, &,, y, in 
als dem Ausdrucke für den doppelten Inhalt des Dreiecks AA,4A,, so 
kommt nach gehöriger Reduction : 
d.i. AA,A, = (ab'’ — ab) 4’A,A;. 

Indem man daher jedem Puncte (?,) der einen Ebene nach dem 
durch die Gleichungen (1) ausgedrückten Gesetze einen Punct (z, y) in der 
andern entsprechen läfst, werden je zwei einander entsprechende Dreiecke 
in einem constanten Verhältnisse stehen; und wenn man zwischen den 
Coefficienten der Gleichungen (1) noch die Relation 

2. ad—ab—=1 
festsetzt, so werden je zwei einander entsprechende Figuren einander 
gleich sein. 

Die Puncte (Z, %) einer Ebene als gegeben angenommen, wird man 
demnach irgend ein diesem Systeme von Puncten gleiches System von 
Puncten (z, y) erhalten, wenn man letztere aus ersteren mittelst der Glei- 
chungen (1) bestimmt und dabei den Coefficienien a, 5, f, db‘, mit 
Berücksichtigung der Relation (2) beliebige constante Werthe beilegt ; oder 
mit andern Worten: nimmt man die Coordinaten der Puncie (if, %) con- 
stant an, und die Coefficienten a, .... f‘ von einem dieser Puncte zum 
andern in einem und demselben Zeitpuncte ebenfalls constant, aber von 
einem Zeitpuncte zum andern beliebig veränderlich, nur dafs die Function 
ab'— ab —=1 bleibt, oder doch einen constanten Werth behält, so sind die 
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durch die Gleichungen (1) bestimmten Puncte (=, y) auf jede belie- 
hige Weise so beweglich, dafs die von ihnen gebildete Figur sich immer 
gleich bleibt. 


8. Wir wollen nun auf die solchergestalt in einer Ebene beweg- 
lichen Puncte (z,y) Kräfte (X, Y) wirken lassen, deren Richtungen in 
derselben Ebene begriffen sind, und wollen die Bedingungen des Gleich- 
gewichts zwischen denselben untersuchen. Diese Bedingungen ergeben 
sich durch Entwickelung der Gleichung Z(Xdz + Ydy)=0, wenn man 
darin für de und dy ihre aus der Differentiation von (1) folgenden Werthe 
selzt, bei dieser Differentiation aber £ und % constant und a, .... f‘ der- 
gestalt veränderlich nimmt, dafs a5’—.a’b constant bleibt. Dies giebt : 

de = df+tda+udl, 
dy = df'+tda'+udb', 
oder, weil aus (1) in Verbindung mit (2) 
u= ay—f')—a(2—f) folgt: 

dz = df— (2—f)(a db —b’da) +(y—f')(adb —bda), 

dy = df'—(e—f)(a db’ — + (y—f — 
und wenn man noch wegen (2): 

adb'— bda' = a'db—b’da = dp und üherdies 
adb— bda = und a’db'—b’da’ = dy‘ setzt: 
dz = df—(e—f)d + (y—f)dg 
dy = d' +y— 
wo df, df', dp, dq, dg‘ fünf von einander unabhängige Differentiale sind. 
Hiermit wird: 
Z(Xdr + Yay) = (df+ fap— f'dg)EX + (df'—f'dp + 
— dpZ2(Xz—Yy) +dgZXy— 
woraus, wegen der Unabhängigkeit zwischen den Differentialen, df, .... dgq‘, 
folgende fünf Bedingungen des Gleichgewichts fliefsen : 
2Y=0, ZYe.=0, Z(Ar—Yy)=0. 

Wie gehörig, sind hierunter die drei Bedingungen mitbegriffen, wenn die 
gegenseitigen Entfernungen der Angriffspuncte unveränderlich sind, die Be- 
dingungen nämlich: ZX=0, ZY=0, Z(Xy—Yr)= 0. Aulserdem 
aber müssen noch die zwei Bedingungen SXy=0, oder ZYz=0 und 
Xz—Yy)=0 erfüllt werden. 
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Ferner sieht man schon im Voraus, dafs die fünf erhaltenen Glei- 
chungen unabhängig von der Lage der Coordinaten- Axen sein müssen. Dies 
bestätigt sich auch leicht durch Rechnung. Denn gehen x, y, X, Y für 
ein anderes Axensystem über in x‘, y‘, X‘, Y‘, und macht die Axe der x’ 
mit der Axe der z einen Winkel = «a, so hat man, bei unverändert blei- 
bendem Anfangspuncte: 

x = z2cosa +ysino, X 
ycose, r 
woraus folgt 
EYx = sin" ZXy+ 
= 008242(Xx— 
Vermöge der drei letzten unter den fünf Bedingungsgleichungen sind daher 
auch ZX'y'=0, ZY'’x’=0 und Dafs endlich auch 
ZX'=0 und SY’=0 und dafs die Veränderung des Anfangspunctes der 
Coordinaten an der Form der Bedingungsgleichungen nichts ändert, bedarf 
keiner Erörterung. 

9. Das einfachste Beispiel, auf welches wir die jetzt vorgeiragene 
Theorie anwenden können, ist ein System von drei Puncten, da bei nur 
zwei Puncten von Gleichheit der Figuren in der hier festgesetzten Bedeu- 
tung des Worts noch nicht die Rede sein kann. 

Bei drei Puncten werden die fünf Bedingungen des Gleichgewichts : 

=0, Y+Y+Y=0, 
Aus diesen Gleichungen mittelst der zwei ersten X, und Y, eliminirt, er- 
hält man: 
Xy—y)+ Ya = 0, 
X(2—x) — — = 0: 
und wenn man hieraus noch X, und Y, wegschafft: 
0, 
eine Gleichung, welche zu erkennen giebt, dafs die Richtung der an 
Puncte (x, y) angebrachten Kraft (X, Y) auf der Geraden, welche die bei- 
den andern Puncte (x,, yı) und (x,, y.) verbindet, perpendicular sein mufs. 
Da nun dasselbe auf analoge Weise auch für jede der beiden andern Kräfte 
gelten mufs, so schliefsen wir Folgendes: 


Xcosa + Ysina, 
— Asina + Ycosa; 


>» 
| 
| 
k 


160 10. Möbius, Anwendungen der Statik auf geometrische Verwandtschaften. 


„Sind drei Puncte in einer Ebene dergestalt beweglich, dafs der 
Inhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks immer derselbe bleibt, und sollen 
drei auf sie in der Ebene wirkende Kräfte sich das Gleichgewicht halten, 
so mul[s aufser den Bedingungen, welche nöthig sind, wenn die gegenseitige 
Lage der Puncte unveränderlich ist, auch noch die erfüllt werden, dafs jede 
Kraft die ihrem Angriffspuncte gegenüberliegende Seite des Dreiecks recht- 
winklig schneidet.” 

10. Zusätze. a) Da drei sich das Gleichgewicht haltende Kräfte 
sich in einem Puncte schneiden, so folgt hieraus der bekannte Satz, dafs 
die drei von den Ecken auf die gegenüberliegenden Seiten eines Dreiecks 
gefällien Perpendikel sich in einem Puncte treffen. 

b) Die Nothwendigkeit der Bedingung, dafs jede Kraft auf der ihrem 
Angrifispuncte gegenüberliegenden Seite des Dreiecks normal ist, läfst sich 
auch folgendergestalt ohne alle Rechnung darthun. Nennen wir A, B, C 
die drei Puncte und P, Q, R die an ihnen sich das Gleichgewicht halten- 
den Kräfte. Man lasse zwei der Puncte, etwa B und EC, unbeweglich 
werden. Hierdurch wird das vorausgesetzte Gleichgewicht nicht gestört, 
die Kräfte Q und R verlieren ihre Wirkung, und die Kraft P mufls so 
beschaffen sein, dafs sie ihren allein noch beweglichen Angriffspunct A nicht 
in Bewegung setzen kann. Da aber das Dreieck ABC sich immer 
gleich bleiben soll, und B und Ü jetzt fest sind, so ist A in einer Parallele 
mit BC beweglich. Mithin mufs die Richtung von P auf dieser Parallele, 
folglich auch auf BC selbst, perpendicular sein. 

c) Sind die Richtungen von P, Q@, R resp. auf BC, CA, AB per- 
pendicular, so ergänzen die Winkel O’R, R’P, P'Q die Dreieckswinkel 
4A, B, C zu 180°. Da nun beim Gleichgewichte die Kräfte P, Q, R sich 
wie die Sinus von O’R, .... verhalten, und da die Sinus von 4, B,C 
den Dreiecksseiten BC, CA, AB proporlional sind, so ersieht man, dafs 
im vorliegenden Falle die Kräfte den ihren Angrifispuncten gegenüberlie- 
genden Seiten proportional sind. 

d) Die im obigen Satze angegebenen Bedingungen des Gleichgewichts 
sind nicht allein nothwendig, sondern auch hinreichend. Denn die Bedin- 
gungen, unter welchen die Kräfte bei Unveränderlichkeit der gegenseitigen 
Lage der drei Puncte im Gleichgewichte sind, wer«uen durch drei Glei- 
chungen ausgedrückt; und die Bedingung, dafs zwei der Kräfte, mithin 
auch die dritte, auf den ihren Angrifispuncten gegenüberliegenden Seiten 
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perpendicular sind, führt zu zwei Gleichungen. Man hat daher in Allem 
fünf Gleichungen ; wie erforderlich. 


11. Sind bei einem Systeme von n Puncten die Oerter derselben 
durch ihre Coordinaten gegeben, so können von den ?n Kräften X, Y, 
X, Yı, «+... noch irgend 2” —5 nach Belieben bestimmt werden. Die 5 
übrigen ergeben sich mit Hülfe der 5 Bedingungsgleichungen. Es können 
daher auch von den auf die n Puncte Ir rd n Kräften X, Y,.... 
n—3 ihrer Stärke und Richtung nach ganz willkürlich und von der 
(n—?)ten die Stärke oder die Richtung gegeben sein, und es werden 
sich daraus die nte und n—1te Kraft und von der a— ?ien die noch un- 
bekanute Richtung oder Stärke bestimmen lassen. 


So lassen sich z. B..bei einem Systeme von 4 Puncten A,B, C, D, 
an welchem die Kräfte P, Q, R, S mit einander im Gleichgewichte sein 
sollen, die Kraft P ganz und von Q etwa die Richtung nach Willkür 
annehmen und daraus die Stärke von © und die Kräfte R und S finden. 
Dies kann durch wiederholte Auwendung des Satzes in $. 10. folgender- 
gestalt geschehen. 


Man bringe an A, B, C drei Kräfte P'/, 0, R’ an, welche für 
sich mit einander im Gleichgewichte sind, also drei Kräfte, deren Rich- 
tungen resp. auf BC, CA, AB rechtwinklig und deren Intensitäten diesen 
Linien proportional sind. Eben so bringe man an A, B, D die für sich im 
Gleichgewichte stehenden Kräfte P’, 0, 8’, und an B, C, D die für 
sich das Gleichgewicht sich haltenden Kräfte 0’, R’, S'' an. Es wer- 
den daher auch alle diese Kräfte zusammen an A, B, C, D im Gleichge- 
gewichte sein. Bei jeder dieser drei Ternionen von Kräften kann aber 
die Intensität einer Kraft nach Willkür bestimmt werden. Man bestimme 
demnach, was immer möglich ist, die Intensitäten von P’ und P' so, dafs 
ihre Resultanie die Intensität und Richtung einer gegebenen Kraft P er- 
hält. Hiermit sind auch die Intensitäten von R’, Q', bestimmt, 
also auch die Resultante von Q’ und 0, welche ®, heifsen mag. Man 
gebe endlich, was gleichfalls immer möglieh ist, der Kraft 0 eine solche 
Intensität, dafs sie, mit Q, verbunden, eine Kraft Q von gegebener Richtung 
erzeugt. Hiermit erhalten auch die Intensitäten von R‘ uud S’ bestimmte 
Werthe; und wenn man jeizt noch zu einer Kraft R, und 
zu einer Kraft S vereinigt, so ist die Aufgabe gelöset. 
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12. Man sieht leicht, wie dasselbe Verfahren auch auf ein System 
von 5 und mehreren Puncten augewendet werden kann, und es würde 
überflüssig sein, hierbei länger zu verweilen. Dagegen wird man zu eini- 
gen bemerkenswerthen Resultaten geführt, wenn man die Aufgabe für vier 
und mehrere Puncte auf ähnliche Art, wie oben bei drei Puncten geschahe, 
analytisch behandelt. 

In dieser Absicht wollen wir zunächst bei einem System von 4 
Puncten die 5 Bedingungsgleichungen zwischen 2, .... und 
X, Y, ....X,, Y aufstellen und die aus ihnen durch Elimination von 
X, Y, X,, Y, sich ergebende Gleichung suchen. Um die Rechnung mög- 
lichst zu vereinfachen, wollen wir zum Anfangspuncte der Coordinaten den 
Punct (x,y) nehmen und die Axe der x durch den Punct (z,, yı) legen, 
also x, y und y, gleich Null setzen. Dies ist gestattet, weil nach $. 8. 
die 5 Gleichungen unabhängig von der Lage der Coordinaten- Axen sind. 
Die 5 Gleichungen werden damit: 

Ay =0, he; 

tm — hy 0. 

Hiervon ist aber bereits die dritte Gleichung : + X,y; = 0 als durch 
Elimination von X, .... Y, hervorgegangen anzusehen und wir sind da- 
mit weiterer Rechnung überhoben. Bezeichnen wir die Puncte (x, y), 
und die Kräfte (X, Y), (X,, Yı), kurz durch A, B, C, D 
und P, Q, R, S, so drückt diese Gleichung aus, dafs, wenn man von den 
zwei auf C und D wirkenden Kräften R und S jede in zwei zerlegt, 
von denen die eine mit AB parallel, die andere auf AB perpendicular ist, 
und man die zwei mit AB parallelen Kräfte in die Abstände ihrer Angriffs- 
punete CÜ und D von AB multiplieirt, die Summe dieser Producte Null ist. 

Es hat keine Schwierigkeit, sich von der Wahrheit dieses Satzes 
unmittelbar zu überzeugen. Man lasse nämlich ähnlicherweise, wie vorhin 
bei einem Systeme von 3 Puncten, die zwei Puncte A und B unbeweglich 
werden. Wegen der Unveränderlichkeit des Inhalts der Dreiecke ABC 
und ABD bleiben alsdann C und D nur noch in Parallelen mit AB be- 
weglich. Nach der Zerlegung der jeizt allein zu berücksichtigenden 
Kräfte R und S nach Richtungen, die auf AB perpendicular und mit AB 
parallel sind, können daher die auf AB perpendicularen Kräfte von be- 
liebiger Gröfse sein. Zwischen den mit AB parallelen Kräften aber, 
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welche resp. R’ und S“ heifsen, mufs eine Relation Statt finden, welche 
dadurch bestimmt wird, dafs das Dreieck ACD seinen Inhalt nicht ändert, 
wobei auch das Dreieck BCD, wegen der Beständigkeit des Iuhalts von 
ABC, ABD, seinem Inhalte nach unverändert bleiben wird. Es ist aber 
der Inhalt von ACD = 4(2,y3,— x;y.). Soll nun derselbe constant bleiben, 
während C und D sich in Parallelen mit AB, d. i. mit der Axe der x be- 
wegen, während also y, und y; constant bleiben und x, und x sich etwa 
um c und d ändern, so muls ey, —dy,=0 sein; die mit AB parallelen 
Wege c und d der Puucte C und D müssen sich daher wie die Entfer- 
nungen y, und y, derselben von AB verhalten. Nach dem Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten müssen aber die Wege c und d, welche C 
und D vermöge ihrer Verbindung gleichzeitig beschreiben können, multi- 
plicirt in die nach diesen Wegen wirkenden Kräfte X, und X,, eine Summe 
—=0 geben; es mufs folglich X,c+X%,d= 0, folglich auch X,y, 7, = 0 
sein; wie zu erweisen war. | 

13. Verfährt man auf ähnliche Weise bei einem Systeme von 5 
Puncten A, B, C, D, E, nimmt den ersten derselben, A oder (x, y), zum 
Anfangspuncte der Coordinaten und legt die Axe der x durch den zwei- 
ten, B oder (x,,y,), so ist es die Gleichung: 

welche aus der Elimination von X, Y, X,, Y, hervorgegangen zu betrach- 
ten ist. Sie zeigt an, dafs, wenn man die auf €, D, E wirkenden Kräfte 
O0, R, S auf AB projicirt, und diese Projectionen resp. in die Abstände 
der Puncte C, D, E von AB multiplieirt, die Summe dieser Producte Null 
sein muls. 

Um sich auch hiervon den Grund unmittelbar aus dem Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten deutlich zu machen, nehme man wiederum A 
und B unbeweglich au. Da die Figur ABCDE, und folglich auch jedes 
der beiden Vierecke ABCD und ABDE, sich immer gleich hleiben sollen, 
so sind nach dem Vorigen die Puncte €, D, E nur in Parallelen mit AB 
beweglich, und wenn c, d, e die gleichzeitig von ihnen beschriebenen Wege 
bedeuten, so verhalten sich e:d=y;:y,; und d:e=y;:y,; d.h. die von C, 
D,E parallel mit AB beschriebenen Wege sind den Abständen dieser 
Puncte von AB proportional, und es mufs folglich, da die auf €, D, E 
wirkenden Kräfte, nach den Richtungen dieser Wege geschätzt, = X,, 
X,, X, sind, beim Gleichgewichte X, y, + X,y; +X,y,=0 sein. 
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Ueberhaupt also, — denn dieselben Schlüsse lassen sich auch auf 
jedes System von mehreren Puncten ausdehnen — müssen bei einem Sy- 
steme von 2 Puncten, die Abstände von n—?2 derselben von der Geraden, 
welche die 2 übrigen Puncte verbindet, multiplieirt mit den resp. auf die 
Puncte wirkenden und parallel mit jener Geraden geschätzten Kräften, 
eine Summe = 0 geben. Der Grund hiervon aber kann unmittelbar in der 
Anwendung des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten auf den Satz 
nachgewiesen werden, dafs bei einem Systeme von Puncten in einer Ebene, 
welches sich immer gleich bleiben soll, sobald zwei der Puncte unbeweglich 
gesetzt werden, die übrigen in Parallelen mit der jene zwei Puncte ver- 
biudenden Geraden beweglich bleiben, und dafs die gleichzeitig von ihnen 
beschriebenen Wege sich wie ihre Entfernungen von der Geraden verhalten. 

14. Werdeu in der Ebene, aufser dem rechtwinkligen Systeme der 
Coordinaten x und y, noch zwei dergleichen beliebig angenommen, und sind 
in Bezug auf sie x’, y‘ und x”, y’ die Coordinaten des Punectes (x, y), 
so wie (X‘, Y‘) und (X, Y'‘) die Ausdrücke der auf diese neuen Systeme 
bezogenen Kraft (X, Y); sind endlich & und a’ die Winkel der Axen der 
x’ und x’ mit der Axe der x, so hat man nach 8. 8. 

= — sina cosa Z(Axr—Yy) + cosa ZXy—sina’ SYr, 
= —sina’ —Yy)+ cosa”ZXy — 

Es folgt hieraus, wenn man ZXy=0, ZXy'=0 und 3X'y” 

seizi: 
0 = sina cosa Z(Xx—TYy) + sind’ ZYr, 

0 = sina’ cosa’ Z(Xx—Yy) +sina”3Yr, 
und hieraus: 

0 = sina sine’ sin(a 

0 = sing sina’ sin (X Z(Xxr—TYy); 
folgüich SYr=0 und 3Z(Xx—Yy)=0, wofern weder a, noch «‘, noch 
a'—a, einem Vielfachen von 180° gleich ist, d. h. wofern von den drei 
Axen der x, der x’ und der x” keine zwei mit einander parallel sind. 
Statt der obigen 5 Bedingungen des Gleichgewichts kann man daher auch 
folgende fünf setzen: 

=0,-3Y = 0. =0, 

d. h. „Bei einem in einer Ebene enthaltenen Systeme von Kräften, welche 
auf Puncte der Ebene wirken, die dergestalt beweglich sind, dafs die von 
ihnen gehildete Figur sich immer gleich bleibt, ist es zum Gleichgewichte 
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„othwendig und hinreichend : erstens, dafs die Kräfte, wenn sie parallel 
mit ihren Richtungen an einen und denselben Punct getragen werden, sich 
das Gleichgewicht halten, und dafs zweitens für jede von drei in der Ebene 
liegenden Axen, von denen keine zwei mit einander parallel sind, die 
Summe der Entfernungen der Puncte von der Axe, jede Entfernung vor- 
her mit der auf den Punct wirkenden und nach der Richtung der Axe ge- 
schätzten Kraft multiplieirt, Null ist.” 


Zusatz. a) ®Sind diese Bedingungen erfüllt, so gilt die Relation, 
welche für jede der drei Axen Statt findet, auch für jede vierte. 


db) Die Noihwendigkeit dieser Relation für jede Axe der Ebene, läfst 
sich auf ähnliche Art wie im Obigen unmittelbar dadurch beweisen, dafs 
wan die Axe als mit zu dem Systeme der Puncte gehörig betrachtet und 
unbeweglich aunimmt, als wodurch die Puncte nur parallel mit dieser Axe 
beweglich bleiben, und ihre gleichzeitigen Geschwindigkeiten sich wie ihre 
Entfernungen von der Axe verhalten. 


c) Hat das System in der That eine unbewegliche Axe, oder, was 
dasselbe ist, zwei unbewegliche Puncte, so ist es zum Gleichgewichte 
schon hinreichend, wenn hinsichtlich dieser Axe allein die vorhin gedachte 
Relation besteht. 


15. Ein System von vier oder mehreren Puncten im Raume bleibt 
sich gleich, wenn jede von je vier Puncien gebildete Pyramide ihren In- 
halt nicht ändert. Es entsteht daher noch die Frage nach den Bedingun- 
gen des Gleichgewichts zwischen Kräften, welche auf dergestalt im Raume 
bewegliche Puncte wirken, dafs jede von je vier Puncten gebildete Pyra- 
mide von gleichem Inhalte bleibt. Die deshalb anzustellende Rechnung; ist 
der für den eben betrachteten Fall, wo das System in einer Ebene ent- 
halten war, ganz ähnlich, daher wir dieselbe nur kurz andeuten wollen. 


Ist das System der Puncie (2, y,2) dem System der Puncte (4, u, v) 
gleich, so finden zwischen den Coordinaten jedes Punctes des einen Sy- 
stems und den Coordinaten des entsprechenden Punctes im andern System 
Gleichungen von der Form Statt: 


at+bu+rcv+f, 
z = 


Zwischen den von eimem Puncte zum andern constanten Zahlen a, ....c” 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 2, 22 | 
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aber besteht die Relation : 
1. — bc) + — ca) + — ab) — 1. 

Wir nehmen nun an, dafs die Puncte (?, u, v) ungeändert bleiben, die 
Puncte (=, y, 2) aber ihre Lage um ein unendlich Geringes so ändern, 
dafs die von ihnen gebildete Figur der Figur der Puncte (2, u, v), und folg- 
lich auch sich selbst, gleich bleibt. Die dadurch entstehenden Aenderungen 
von x, y, z ergeben sich durch Differentiation der obigen Werthe dieser 
Coordinaten, indem man dabei blofs £, u, v constant annimmt und zwischen 
den Differentialen von a .... c” die aus der Differentiation von (1) ent- 
springende Gleichung bestehen läfst. Substituirt man in diesen Werthen 
von dx, dy, dz für £, u, v ihre durch x, y, z ausgedrückten Werthe, 
so kommt: 


dz = df +@—f)da +@—f")dy, 
dy = df' +a—f)da' +@—f")ay, 
dz = +(@—f)da” +y dy", 


wo da, dß, .... d’y’' Functionen von a, 5, .... c” und deren Differen- 
tialen sind, die aufserdem, dafs zwischen da, dß’ und dy'‘ wegen (1) 


die Relation 
2. +dy" = 0 
besteht, von einander ganz unabhängig sind. 

Sei nun (X, Y, Z) die auf den Punct (x,y,z) wirkende Kraft. Man 
entwickele Z(Xdx Ydy-+ Zdz), indem man für dx, dy, dz ihre vor- 
hin angegebenen Werthe setzt. Da dieses Aggregat bei jeder möglichen 
Verrückung der Puncte (z,y,2) Null sein mufs, so ergeben sich mit Be- 
rücksichtigung von (2) und wegen der übrigens von einander unabhängigen 
Differentiale da, dß, ...., folgende eilf Gleichungen als Bedingungen des 
Gleichgewichts : 


zsZy=0, == 0, =0, 


Ganz wie bei einem System von Puncten in einer Ebene, und wie auch 
schon aus der Natur der Sache folgt, läfst sich auch hier zeigen, dafs diese 
Gleichungen von der Lage des Coordinatensystems unabhängig sind. Legt 
man die Ebene der x, y durch die Puncte (x, y, 2), (#1 Yı> 231); (&23 Ya, 22), 
so werden z, 2, 2=0 und die Gleichungen ZXz=0 und ZYz=0 
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reduciren sich auf 

3. X, +... = 0 ud +..=0. 
Sie sind als das Resultat der Elimination der 9 Kräfte X, Y, Z, X, .... 
X,, .... aus den 11 Gleichungen zu betrachten. 


16. Besteht das System nur aus 4 Puncten, so ist zufolge leizte- 
rer zwei Gleichungen, X, =0 und Y,=0, d.h. die Kraft am Puncte 
(%;, Ya, 3) mufs auf der Ebene der x, y, also auf der durch die drei 
übrigen Puncte zu legenden Ebene, perpendicular sein. Heifsen daher A, 
B, C, D die vier Puncte und P, Q, R, S die auf sie wirkenden Kräfte, 
so mufs R auf der Ebene ABC, und aus gleichem Grunde P auf BCD, 
Q auf CDA, R auf DAB perpendicular sein. Jede dieser 4 Bedingungen 
giebt 2 Gleichungen, mit denen die 3 davon unabhängigen Gleichungen 
2X=0, ZY=0, ZZ = 0 zusammen 11 machen, wie erforderlich. „Zum 
Gleichgewichte zwischen vier Kräften, deren Angriffspuncte eine sich ihrem 
Inhalte nach immer gleich bleibende Pyramide bilden, ist es daher noth- 
wendig und hinreichend, dafs die Richtung jeder Kraft auf der dem An- 
griffspuncte der letztern gegenüberliegenden Seitenfläche der Pyramide senk- 
recht ist, und dafs alle vier Kräfte, wenn sie parallel mit ihren Richtungen 
an einen Punct getragen werden, sich das Gleichgewicht halten.” 


Die Nothwendigkeit der ersten dieser drei Bedingungen erhellet 
eben so, wie im Obigen beim Dreieck, auch dadurch, dafs man 3 oder 4 
Puncte unbeweglich werden läfst. Denn alsdann ist der 4te Punct nur 
in einer Ebene beweglich, welche mit der durch die 3 erstern Puncte zu 
führenden Ebene parallel liegt; folglich u. s. w. 


Zusatz. Unter den 11 Bedingungsgleichungen sind offenbar auch 
die bekannten sechs: ZX=0, .... Z(Yz—Zy)=0,.... mit enthalien, 
welche allein erfüllt sein müssen, wenn die gegenseitige Lage der Angrifls- 
puncte unveränderlich ist. Da nun in diesem Falle zum Gleichgewichte 
zwischen 4 Kräften erfordert wird, dafs jede Gerade, welche die Richtun- 
gen dreier Kräfte schneidet, auch der Richtung der vierten begegnet, so 
erlangen wir damit folgenden geometrischen Satz : 


Werden von den Ecken einer dreiseitigen Pyramide Perpendikel 
auf die gegenüberliegenden Seiten gefällt, so schneidet jede Gerade, welche 
drei dieser Perpendikel trifft, auch das vierte. Wie bekannt nämlich, 
schneidet von diesen vier Perpendikeln im Allgemeinen keines das andere. 
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17. Bei einem Systeme von fünf Puncten redueiren sieh die Glei- 
chungen (3) auf: 

+ = 0, = 0, 
folglich 
= = —z:2% 

Sind demnach A, B, C, D, E die 5 Puncte, P, Q, R, S, T, die 
auf sie resp. wirkenden Kräfte, und 8“, 7” die parallel mit der Ebene ABC 
geschätzten Kräfte S, T, so müssen S’, 7’ mit einander parallel, und 
es mufs S’z,+ 7’z,= 0 sein, wo z;,, 2, die Abstände der Puncte D, E 
von der Ebene ABC sind. Ä 

Wir wollen den Grund hiervon durch ähnliche geometrische Be- 
trachtungen, wie bei Puncten in einer Ebene, uns deutlich zu machen su- 
ehen. Seien A, .... E fünf Puncte im Raume, A, B, CE unbeweglich, 
D, E aber dergestalt beweglich, dafs das System der 5 Puncte sich immer 
gleich bleibt, und daher jede der aus ihnen zu bildenden Pyramiden ihren 
Inhalt unverändert behält. Sind nun D’/, E’ zwei andere Oerter, welche 
die Puncte D, E zufolge ihrer Beweglichkeit einnehmen können, so ersieht 
man zuerst, dafs wegen der Unveränderlichkeit des Inhalts der Pyramiden 
ABCD, ABCE die Geraden DD‘, EE' der Ebene ABC parallel sein 
müssen. Man denke sich ferner die Geraden DE, D’E' gezogen, welche 
die Ebene ABC in K, K’ schneiden, so sind X und K’ in den zwei ein- 
ander gleichen Systemen A, B, ©, D, E und A, B, ©, D‘, E’ einander 
entsprechende Puncte, und es ist folglich die Pyramide ABKD = ABK’D' 
— ABK'D, folglich das Dreieck ABK = ABK‘, und aus älimlichem Grunde 
BCK = BCK'; welches nicht anders möglich ist, als wenn Ä’ mit K zu- 
sammenfällt. Die Geraden DE und D’E’ treffen mithin die Ebene ABC 
in einem und demselben Puncte; woraus wir weiter schliefsen, dafs die 
Puncte K, D, E, D’, E‘ in einer Ebene liegen, dafs folglich die Wege 
DD‘ und EE‘, welche D und E gleichzeitig beschreiben können, nicht 
nur mit der Ebene ABC, sondern auch mit einander parallel sind und sich 
wie KD und KE, also auch wie ihre Abstände =; und z, von der Ebene 
ABC verhalten. | 

Hiernach kann, wenn von den zwei Wegen DD’ und EE‘ der 
eine gegeben ist, der andere sogleich gefunden werden. Setzt man näm- 
lich die Projeetionen von DD’ auf die Axen der x und y resp. =mz, und 
nz;, wo m und n zwei beliebige Zahlen sind, so sind die Projectionen 
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von EE’ auf dieselben Axeu = mz, und nz,. Die Projectionen auf die 
Axe der z aber sind beiderseits = 0. 

Wirken nun auf D und E die Kräfte (X,, Y,, Z,) und (X,, Y,, Z,), 
so hat man nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten für das 
Gleichgewicht: 

X,.mz, + Y..nz, + &,.mz, + Y,.nz, = 0, 
folglich, wegen der gegenseitigen Unabhängigkeit der Zahlen m und n, 
X, = 0, wie vorhin. 

18. Kommt zu D und E noch ein dritter, nach dem Gesetze der 
Gleichheit beweglicher Punct F hinzu, so dafs jetzt das System der sechs 
Puncte A, B,.... F, in welchem A, B, C unbeweglich sind, sich immer 
gleich bleibt, so müssen, weil dann auch jedes der beiden Systeme ABCDE 
und ABCEF besonders sich gleich bleiben mufs, die Wege von D und E, 
‘wie vorhin, mit der Ebene ABC und mit einander parallel sein und sich 
wie ihre Abstände von dieser Ebene verhalten, und dasselbe mufs von den 
Wegen von E und F' gelten. Die gleichzeitig von sämmtlichen 3 Puneten 
D, E, F beschriebenen Wege müssen daher mit einander und mit der 
Ebene ABC parallel und ihren Abständen von dieser Ebene proportional 
sein. Diese Bedingungen sind aber nicht allein nothwendig, sondern auch 
hinreichend, weil durch sie mit dem willkürlich angenommenen Wege eines 
der drei Puncte, D (nur mufs er parallel mit ABC sein), die Wege der 
beiden übrigen Punete vollkommen bestimmt werden, und weil, wenn zwei 
Systeme von 4 Punceten A, B, C, D und A, B, C, D' einander gleich 
sind, zu jedem,öten Puncte in dem einen Systeme ein entsprechender , im 
andern unzweideutig gefunden werden kann. 

19. Man sieht von selbst, wie diese Betrachtungen auf Systeme 
von noch mehreren Puncten ausgedehnt werden können. Ueberhaupt näm- 
lieh: „Hat man ein System, bestehend aus einer unbeweglichen Ebene und 
mehreren Puncten, die dergestallt beweglich sind, dafs das System sich 
immer gleich bleibt, so sind die Wege der Puncte mit einander und mit 
der Ebene parallel und verhalten sich wie ihre Abstände von der Ebene: 
und umgekehrt: werden diese Bedingungen bei der Bewegung der Punete 
erfüllt, so bleibt sich das System gleich.” 

Sollen nun Kräfte, an den also beweglichen Puncten angebracht, 
sich das Gleichgewicht halten, so mufs, wenn jede Kraft, geschätzt nach 
einer und derselben, mit der unbeweglichen Ebene parallelen, sonst will- 
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kürlichen Richtung, in den Abstand ihres Angriffspunctes von der Ebene 
multiplieirt wird, die Summe dieser Producte Null sein. Und wenn diese 
Summe für irgend zwei solcher Richtungen Null ist, so ist sie es auch für 
jede dritte mit der Ebene parallele Richtung, und es herrscht Gleichgewicht.” 

„Hat das System keine unbewegliche Ebene, so mufs beim Gleich- 
gewicht die jetzt für die unbewegliche Ebene angegebene Bedingung in 
Bezug auf jede von vier willkürlichen Ebenen erfüllt werden, und aufser- 
dem müssen die Kräfte, an einen und denselben Punect verlegt, sich das 
Gleichgewicht halten.” Denn wegen des Erstern hat man viermal zwei 
und wegen des letztern drei Gleichungen, also zusammen eilf; wie zum 
Gleichgewicht erforderlich ist. Nur dürfen von den vier Ebenen keine zwei 
einander parallel und keine drei mit einer und derselben Geraden parallel 
liegen; oder kürzer : die vier Ebenen müssen mit den Flächen einer drei- 
seitigen Pyramide parallel sein. 


III. Vom Gleichgewichte bei sich affın bleibenden Figuren. 


20. Zwei Systeme von Puncten in Ebenen stehen in der Ver- 
wandtschaft der Affinität, wenn die Fläche jedes aus den Puncten des 
einen Systems zu bildenden Dreiecks zu der entsprechenden Dreiecksfläche 
des andern Systems ein constantes Verhältnifs hat. Ist daher von drei 
ebenen Figuren die erste der zweiten gleich, als wobei dieses constante 
Verhältnifs das der Gleichheit ist, und die zweite der dritten ähnlich, so 
ist die erste der dritten affın verwandt; und man kann umgekehrt zu zwei 
affinen Figuren immer eine dritte construiren, welche der einen von beiden 
gleich und der andern ähnlich ist. Sind demnach Puncte in einer Ebene 
dergestalt beweglich, dafs die von ihnen gebildete Figur sowohl zu jeder 
andern ihr ähnlichen, als zu jeder andern ihr gleichen Figur übergehen 
kann, so kann sich die anfängliche Figur auch in jede andere ihr affıne 
verwandeln, und alle Figuren, welche ein mit solch einer doppelten Be- 
weglichkeit begabtes System von Puncten annehmen kann, sind einander, 
wo nicht ähnlich oder gleich, doch affın. Auf eben diese Weise werden 
daher auch die Bedingungen für das Gleichgewicht eines solchen Systems 
aus den Bedingungen, welche wir bei der Aehnlichkeit und bei der Gleich- 
beit fanden, zusammengesetzt sein. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht zwischen Kräften an Punc- 
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ten in einer Ebene, die eine sich immer affın bleibende Figur bilden, sind 
hiernach folgende sechs: 
2l=0, zXy=0(0, ZYx 
z(Xrx—Yy)=0, 2(Xx-+Yy) 
wo wir statt der zwei letzten noch einfacher setzen können : 

21. Da alle Dreiecke einander affın sind, so kann hier zwischen 
drei Kräften noch kein Gleichgewicht bestehen, wohl aber zwischen vier 
Kräften. In diesem F'alle, und wenn wir gröfserer Einfachheit willen die 
Axe der x durch die Puncte (x,y) und (x,,y,) legen, gehen die 3te und 
6ie der 6 Gleichungen über in 

folglich X,:X, = Y;: Y,, d.h. die zwei Kräfte (X,, Y,) und (X,, Y,) sind 
einander parallel, und eben so müssen auch je zwei andere der 4 Kräfte, 
also alle 4 Kräfte überhaupt, einander parallel sein. Nehmen wir daher 
jetzt die Axe der x mit den Kräften parallel an, so werden alle Y Null, 
die 2ie, 4te und 6te der 6 Gleichungen werden damit identisch, und es 
bleiben nur noch die iste, 3te und Ste 
=0, =D, = 0 

zu berücksichtigen. Von diesen sind die zwei ersten die bekannten Be- 
dingungsgleichungen für das Gleichgewicht paralleler Kräfte, wenn sie auf 
fest mit einander verbundene Puncte wirken. Die dritte giebt in Verbin- 
dung mit den zwei ersten zu erkennen, dafs der Mittelpunet je dreier der 
4 Kräfte zugleich der Angriffspunct der jedesmal 4ten Kraft ist. Vergl. 
Artic. 5. 

„Sollen daher in einer Ebene an vier Puncten, die dergestalt be- 
weglich sind, dafs die von ihnen gebildete Figur sich immer affin bleibt, 
Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so müssen die vier Kräfte sämmtlich 
einander parallel sein, und aufser den zwei Bedingungen, welche zum 
Gleichgewichte zwischen parallelen Kräften an fest mit einander verbundenen 
Puncten erforderlich sind, mufs noch die erfüllt werden, dafs der Mittel- 
punct irgend dreier der vier Kräfte der Angriffspunet der vierten Kraft ist; 
wo danı auch der Mittelpunct von je drei anderen der vier Kräfte der 
Mittelpunct der jedesmal übrigen Kraft sein wird.” 

22. Wenu dem Systeme von Puncten in einer Ebene, welche nach 
dem Gesetze der Affinität beweglich sind, eine unbewegliche Gerade, oder, 
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was dasselbe ist, zwei unbewegliche Puncte hinzugefügt werden, so reducirt 
sich die Anzahl der Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht auf zwei. 
Nehmen wir z.B. an, die Axe der x solle unbeweglich werden, und fügen 
zu dem Ende zwei in ihr liegende unbewegliche Puncte (x‘, 0) und (x, 0) 
hinzu. Findet nun Gleichgewicht Statt, so wird dasselbe noch bestehen, 
wenn wir leiztere zwei Puncte in Verbindung mit den Puncten des Sy- 
stems nach dem Gesetz der Affinität beweglich sein lassen und ar ihnen 
zwei Kräfte (X’, und anbringen, welche in Verbindung mit 
den Kräften (X, Y) u. s. w. den obigen 6 Gleichungen Genüge thun, so 
dafs man also hat: 


X+-X'+-2X=0, 


Sind aber die Punete (x’,0) und (x’, 0) unbeweglich, so kommen 
die an ihnen angebrachten Kräfte nicht mehr in Betracht und die Bedings- 
gleichungen für das Gleichgewicht sind diejenigen zwei, welche nach Elimi- 
nation vou X’, X’, aus letztern 6 Gleichungen übrig bleiben, also : 

Sie zeigen an, dafs wenn man jede Kraft, geschätzt nach einer 
und derselben, aber beliebigen Richtung, in den Abstand ihres Angriffs- 
punctes von der unbeweglichen Linie multiplicirt, die Summe dieser Pro- 
ducte Null sein mufs. Man kann nämlich statt letzterer zwei Gleichungen 
auch die einzige cos42Xy+sinaZYy = 0 schreiben, wo einen cen- 
stanten aber beliebig zu nehmenden Winkel bedeutet. Setzt man nun noch 
X=Pcosd, Y=Psind, wo daher P die Intensität der Kraft (X, Y) 
und ® den Winkel ihrer Richtung mit der Axe der x bedeutet, so wird 
jene Gleichung: 

= 0, 
und drückt unter dieser Form die ausgesprochene Bedingung aus. 


Hat das System keine unbewegliche Linie, so mufs diese Bedingung 
in Bezug auf drei gerade Linien der Ebene erfüllt werden, wenn Gleiech- 
gewicht Statt finden soll. Nur dürfen diese drei sich nicht in einem Punete 
schneiden und auch nicht alle drei mit einander parallel sein. Man wird 
nämlich somit zu dreimal zwei Gleichungen geführt, welche in ihrer ein- 
fachsten Form keine andern als die sechs vorhin aufgestellten sind. 


- 
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23. Den umgekehrten Weg von demjenigen einschlagend, welchen 
wir bei einem nach dem Gesetze der Gleichheit beweglichen Systeme von 
Puncien befolgten, wollen wir noch aus der jetzt erhaltenen Bedingung 
des Gleichgewichts an einem sich affın bleibenden Systeme von beweg- 
lichen Puncten und einer unbeweglichen Geraden, welche sämmtlich in der- 
selben Ebene begriffen sind, die Art der Beweglichkeit selbst zu bestim- 
men suchen. 

Zu dem Ende haben wir nur die jetzt gefundene Gleichung S Xycos« 
+23 Yysina—=0 mit der aus dem Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten 
folgenden ZXdx+zZYdy= 0 zu vergleichen. Hiernach mufs, wenn 
man dx =iycosa seizt, dy=iysino, da, =ity,cosa, dy,=iy,sin« 


w., folglich Y(de’+dy’)=iy u.s.w. und = tanga u. S. w. sein. 


„Sind demnach zwei oder mehrere Puncte in einer Ebene dergestalt be- 
weglich, dafs sie in Verbindung mit einer unbeweglichen Geraden der 
Ebene (der Axe der x) eine sich affın bleibende Figur bilden, so sind 
die von ihnen gleichzeitig beschriebenen Wege (y(dx’+dy’)) ihren Ab- 
ständen (y) von der Geraden proportional und einander parallel” (indem 
jeder mit der Axe der x den von einem Puncte zum andern constanten 
Winkel «& bildet). 

Um dieses geometrisch darzuthun, darf nur bewiesen werden, dafs 
wenn zwei Vierecke ABCD und ABC'D‘ in einer Ebene, welche eine 
gemeinschaftliche Seite AB haben, einander affın sind, die Linien CC’ und 
DD’ einander parallel sind und sich wie die Abstände ihrer entsprechen- 
den Endpuncte C und D, oder EC‘ und D’, von der gemeinschaftlichen 
Seite AB, verhalten. Ich übergehe aber den Beweis hiervon, da er dem 
im Obigen geführten Beweise für den analogen Satz bei einander gleichen 
Figuren ganz ähnlich ist. 

Daraus endlich, dafs, wenn das System keine unbewegliche Linie 
hat, die Bedingung für das Gleichgewicht, welche beim Vorhandensein einer 
unbeweglichen Linie Statt findet, in Bezug auf drei Linien der Ebene er- 
füllt sein mufs, können wir folgendes Porisma schliefsen. 


„Hat man in einer Ebene zwei einander affıne Systeme von Puncten 
und drei gerade Linien, welche sich nicht in einem Puncte schneiden und 
auch nicht alle drei mit einander parallel sind, so ist es immer möglich, die 
Puncte des einen Systems mit den entsprechenden des andern dadurch zur 
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Coincidenz zu bringen, dafs man sie parallel mit einander um Linien fort» 
bewegt, welche ihren (der Puncte) Entfernungen von der einen der drei 
Geraden proportional sind, und dafs man dieselbe Operation in Bezug auf 
jede der beiden andern Geraden wiederholt.” 


24. Aus demselben Grunde, wie bei einem Systeme von Puncten 
in einer Ebene, sind auch bei einem Systeme von Puncten im Raume, wenn 
sich dasselbe affın bleiben soll, d. h. wenn bei der Bewegung der Puncte 
die Verhältnisse zwischen den aus ihnen zu bildenden Pyramiden sich nicht 
ändern sollen, die Bedingungen des Gleichgewichts aus denen zusammen- 
geseizt, welche Statt finden müssen, wenn das System sich ähnlich und 
wenn es sich gleich bleiben soll. Die Bedingungen des Gleichgewichts 
bei einem sich affin bleibenden Systeme von Puncten im Raume sind dem- 
nach (vergl. 4. und 15.) folgende zwölf: 


== 0, ziy=0, 0, = 0, 
zY=0, =0, =0, SsYy=0, 
22. ==0, Z32y=0, = (0. 


Hieraus folgt zunächst eben so, wie bei einem Systeme von 4 Puncten 
in einer Ebene, dafs, wenn das System im Raume nur aus 5 Puncten be- 
steht, die Richtungen der auf sie wirkenden Kräfte einander parallel sein 
müssen; dafs zweitens die Bedingungen erfüllt sein müssen, welche zum 
Gleichgewichte erforderlich sind, sobald die gegenseitigen Entfernungen 
der Punete unveräuderlich angenommen werden; und dafs drittens der 
Mittelpunet von irgend vier der fünf parallelen Kräfte mit dem Angriffs- 
punete der fünften Kraft zusammenfallen mufs. 


Man kann hierbei noch bemerken, dafs, wenn bei einem Systeme 
paralleler Kräfte, sei es in einer Ebene oder im Raume, von zwei An- 
griffspuneten jeder der Mittelpunct der jedesmal übrigen Kräfte ist, dasselbe 
auch von jedem dritten Angriffspuncte gilt, und dafs die Kräfte, nicht nur 
wenn ihre Angriffspuncte fest mit einander verbunden sind, sondern auch 
dann, wenn sie nach dem Gesetze der Affinität beweglich sind, sich das 
Gleichgewicht halten. 


Denn ist, — um den Satz nur von einem ebenen Systeme zu be- 
weisen, der Angriffspunct (x,y) der Kraft (X, Y) der Mittelpunct der übri- 
gen Kräfte, und werden die Kräfte parallel mit der Axe der x, also 
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Y, Y,, ....=0 angenommen, so hat man 
folglich =Xx, (a) 
und eben so yZzX= ZXy. 

Ist ferner auch der Angriffspunct (z,, y,) der Kraft X, der Mittel- 
punct der übrigen Kräfte, so hat man auf gleiche Weise: 

ud yZX=ZXy _(b) 

Aus (a) und (b) aber folgt: 

Da nun z,—x und y,—y nicht zugleich Null sein können, so mufs 
ZzX=0 sein, mithin auch ZXy=0 und ZXx = 0; woraus das Uebrige 
von selbst folgt. 

Statt der zwei leizten der obigen drei Bedingungen für das Gleich- 
gewicht an einem Systeme von fünf in affıner Lage bleibenden Puncte im 
Raume (oder von vier Puncten in einer Ebene) kann man daher auch die 
Eine setzen, dafs von zweien der Puncte jeder der Mittelpunct der auf 
die jedesmal übrigen Puncte wirkenden parallelen Kräfte sein muls. 


25. Demjenigen endlich analog, was wir bei einem affın bleibenden 
Systeme von einer beliebigen Anzahl von Puncten in einer Ebene fanden, 
können wir, wenn das System im Raume enthalten ist, folgende Sätze 
aufstellen. 

„Herrscht in einem solchen Systeme Gleichgewicht, so ist die Summe 
der Producte Null, welche man erhält, wenn man jede Kraft, geschätzt 
nach einer und derselben, aber beliebigen Richtung, in den Abstand ihres 
Angriffspunctes von einer und derselben, aber beliebigen Ebene multiplicirt. 
Ist diese Summe = 0, in Bezug auf dieselbe Ebene, für irgend drei nicht 
einer und derselben Ebene parallele Richtungen, nach welchen man die 
Kräfte schätzt, so ist sie es auch für jede vierte Richtung. Und wenn 
dasselbe auch noch in Bezug auf drei andere Ebenen gilt, welche mit der 
erstern eine Pyramide bilden, so gilt es auch für jede fünfte Ebene, und 
es herrscht Gleichgewicht.” Enthält das System eine unbewegliche Ebene, 
so braucht diese Bedingung blofs in Bezug auf diese Ebene erfüllt zu sein, 
wenn Gleichgewicht Statt finden soll.” 

_ Hinzusetzen können wir noch, „dafs, wenn das System eine un- 
bewegliche Linie oder einen unbeweglichen Punct enthält, die erwähnte 
23% 
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Bedingung in Bezug auf jede von zwei Ebenen, welche sich in der Linie 
schneiden, oder in Bezug auf jede von drei Ebenen, welche in dem Punct 
zusammenstofsen, beim Gleichgewichte erfüllt sein mufs.” 

„Bei einem sich affin bleibenden Systeme von Puncten, welches zu- 
gleich eine unbewegliche Ebene hat, sind die Puncte dergestalt beweglich, 
dafs die von ihnen gleichzeitig beschriebenen Wege einander parallel und 
ihren Abständen von der Ebene proportional sind.” 

„Dadurch, dafs man alle Puncte eines Systems parallel fortbewegt 
um Linien, welche sich wie die Abstände der Puncte von einer unbewegt 
bleibenden Ebene verhalten, kann man das System mit jedem andern Sy- 
stem zur Congruenz bringen, welches dem erstern affın ist und mit ihm die 
gedachte Ebene gemein hat.” 

„Dadurch, dafs man dieselbe Operation in Bezug auf zwei Ebenen, 
oder auf drei Ebenen, welche sich nicht in einer und derselben Geraden, 
auch nicht in einer unendlich entfernten schneiden, oder in Bezug auf vier 
Ebenen wiederholt, welche nicht einen und denselben Punct, auch nicht 
einen unendlich entfernten, mit einander gemein haben, — dadurch kann 
man das gegebene System mit jedem andern ihm affınen Systeme zur Con- 
gruenz bringen, welches im ersten Falle die Durchschnitislinie der beiden 
Ebenen, im zweiten Falle den Durchschnittspunet der drei Ebenen mit dem 
gegebenen Systeme gemein hat, im dritten Falle aber jede beliebige Lage 
zu dem gegebenen Systeme haben kann.” 


Eine Untersuchung über das Gleichgewicht bei der noch enifernie- 
ren Verwandtschaft der Collineation anzustellen, behalte ich mir für ein 
anderes Mal vor und bemerke hier nur, dafs unter den Bedingungsglei- 
chungen bei dieser Verwandtschaft alle diejenigen mit vorkommen, welche 
wir bei der Affinität fanden, — denn je zwei einander affine Figuren ste- 
hen auch in der Verwandtschaft der Collineation; — dafs aber die übrigen 
Bedingungsgleichungen von den Coordinaten der Angriffspuncte die Qua- 
drate und Producite der zweiten Dimension enthalten. 
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nl. 


Beiträge zur Combinationslehre und deren Anwen- 
dung auf die Theorie der Zahlen. 


(Von Herrn Dr. Stern in Göttingen. ) 
(Fortsetzung des Aufsatzes No. 6. im vorigen Hefte. ) 


8 
Aus der Formel 
3:27 


15. .... = (—1)’.2 ? 


leitet Euler (nov. comm. acad. Petr. T. 3. p. 155) eine Recursionsformel 
zwischen der Anzahl der Combinationen mit Wiederholung zu verschiede- 
nen Summen ab. Da man nemlich 


+ OR +08... 1 


= 


3:77: 


hat, so ergiebt sich hieraus 


0,?n 


wo man, wenn n selbst in der Form rs enthalten ist, statt 'C’ die Ein- 


heit setzen muls. Euler hätte sehr leicht eine ähnliche Recursionsformel 
zwischen der Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung zu verschie- 
denen Summen finden können. Da nemlich 


(—1)’.x 
0,2% 
so ist auch 
0,» 


und mithin 


C= (Al) ode =0, 
0,2 


je nachdem n—=3r’Fr oder nicht in dieser Form enthalten ist. 
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Es giebt noch eine andere bisher unbekannte Recursionsformel für 
die Combinationen ohne Wiederholung, von der ich im Folgenden Gebrauch 
machen werde. Um sie zu finden wende ich den zuerst von Gau/s be- 
wiesenen Satz an (Summatio quar. serier. sing. art. 8.), dals 


ist. WVerbindet man diese Formel mit einer andern, die Euler bewiesen 
hat, dafs nemlich 


— 
so ergiebt sich a 
0,0 
und mithin 
3:2 
18. 2 (—1)’. C=1 oder = 0, 
je nachdem n in der Form HH oder nicht enthalten ist. 


9. 

Eine andere, sehr merkwürdige Anwendung der Formel (15) macht 
Euler in den Comm. nov. acad. Petr. T. V., indem er vermittelst dersel- 
ben eine Recursionsformel nachweiset, die zwischen den Summen der Divi- 
soreu der Zahlen statt hat. Das Gesetz ist folgendes. Nennt man S.n 
die Summe der Divisoren der Zahl n, so ist 

19. S.n = S.(n—1) + S.(n— 2) — S.(n—5)— S.(n—7) .... 
2 (—1) ); 


0, 


wo man in dem besonderen Falle, wenn n selbst eine Pentagonalzahl ist, 
statt S.0 den Werth n setzen mufs. Eulers Beweis hat folgenden Gang. 
Er setzt 


20. 
Löset man die Summe der Divisoren in die einzelnen Factoren auf, 
so hat man offenbar 


....) 
+35 +2 ....) 


u. Ss. W. 
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oder 
2x? 30% * 


1—x 


Hieraus folgt 
—f: log [1— 2) 1—a°) ...]= leg Ir — +R....) 


und durch Differentiation 


1— —ı2?+2°.... 
Vergleicht man diesen Werth von z mit (10), so findet man daraus das 
angegebene Becursionsgesetz. 


Euler selbst nennt diesen Beweis, bei welchem Differential- und 
Integralrechnung angewandt wird, einen nicht ganz natürlichen; ich will 
daher versuchen hier einen anderen elementaren Beweis zu geben, an wel- 
chen sich zugleich andere neue Resultate anschliefsen werden, und welcher 
zeigt, wie sich hier die Logarithmen in die Beweisführung einmischen. 


= . 


10. 
Ich brauche für das Folgende drei bekannte Sätze aus der Theorie 
der Logarithmen. Setzt man nämlich 
log S 4.2” = au" -+...., 
so ist 
231. na. = —(n—i) 4.1 — (Rn — +nA,. 
Ferner ist 
wo p”C’ die Combinationen mit Wiederholung der Classe % zur Summe n 


aus den Elementen A,, A,, ...., jede Gruppe mit der dazu gehörenden 


Permutationszahl multiplicirt, bedeutet. Auch ist 
h 
h 
A= 


wo sich das Combinationszeichen auf die Elemente «@,,@ ‚4, .... bezieht. 


*) Diese Reihe wird jetzt gewöhnlich die Zamberische genannt, aber mit Un- 
recht. Sie findet sich zwar in Lamberts Anlage zur Architektonik Bd.2. S. 507: 
dieses Werk ist aber erst im Jahre 1771 erschienen, während Eulers Abhandlung 
vom Jahre 1760 ist. 
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Entwickelt man die Logarithmen von 1— 1—2°, .... 
in die bekannten nach Potenzen von z fortschreitenden Reihen und setzt 
log [1—r) ....] = log(1—x) + log 1—2°) .... 

=ac ...., 


so ist offenbar allgemein = Mithin 
3z? Fr 
21. log 3 (— 1): o... 
1 2 3 


Substituirt man also in (21) statt ra, den Werth — S,, so erhält 
man, in Uebereinstimmung mit (19), 
= S.(n—1) + S.n—?) — S(n—5) .... 
Die Formel (22) giebt eine unabhängige combinatorische Formel zur 
Bestimmung der Summe der ae einer Zahl n. Man hat nemlich 
5. Sn 


wo sich das Combinationszeichen nur auf alle in der Form er tr enthal- 


tene ganze Zahlen, als Elemente, bezieht und statt jedes Elementes sein 
Werth (—1)* gesetzt werden mufs. 

Es soll z. B. die Summe der Divisoren der Zahl 12 gefunden werden. 
Hier ist $S.12= 28. Aus (25) ergiebt sich 
— 1.4, +4:240 0a, — 4.3a,a,a, + 4[6a,0,04, + 12a,a,a,a;] 
— :[Wa,a, a, a,a; + + 316 (4)’.a; + + (a,)‘] 
—+[42 (a,)a,a; + 21 (a,)’(a,)’] + +70 3 [84 
+ 151450) — + = 144.2 — 4.3.1) 
+ 1(6.1 +12 —1) — 4(20.1+20.1) + 4[6.—1) +60.(—1) +1] 
— 442.1+21.—1) + 48.—1+ 70.1) — + 
— 1.1.1) +, = U; ao 12.2 = 28. 

Wendet man die Formel (23) auf die Gleichung (24) au, so ergiebt 
sich daraus folgender Lehrsaizz. Man bilde aus den Werthen —:, 


als Elementen, alle Combinationen mit Wie- 


derholungen zur Summe n, setze jeder Gruppe ihre Permutationszahl 
vor und dividire jede Gruppe aus der Classe h mit dem Producte 1.2....h, 
so wird die Summe der entstehenden Werthe Null sein, wenn n keine 
Pentagonalzahl ist; dagegen ist diese Summe = (—1)" wenn n in der 


Form enthalten 
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11. 


Zu ähnlichen Resultaten führt auch die Betrachtung des Productes 
a’) Es läfst sich leicht zeigen, dafs auch 
in der Entwickelung dieses Productes alle Glieder verschwinden, deren 


Exponent nicht in der Form ar enthalten ist. Betrachtet man nemlich 


zuerst wieder das allgemeine Product (I+a=2')(1+@x)(1+a,2°)..... 
so ist in dessen Entwickelung Coefficient des Gliedes = und 
es ist früher nachgewiesen worden, dafs in diesem Ausdrucke eben so viel 
Gruppen mit einer geraden als mit einer ungeraden Anzahl von Elementen 
vorkommen, sobald r keine Pentagonalzahl ist. Ist nun # eine ungerade 
Zahl, so können die geraden Classen nur Formen enthalten, in welchen eine 
ungerade Anzahl ungerader Elemente und also auch eine ungerade Anzahl 
gerader Elemente vorkommt, die ungeraden Classen nur Formen, in wel- 
chen entweder nur eine ungerade Anzahl ungerader Elemente, oder eine 
ungerade Anzahl ungerader und eine gerade Anzahl gerader Elemente 
vorkommt. Ist r eine gerade Zahl, so können die geraden Classen nur 
eine gerade Anzahl gerader Elemente, oder eine gerade Anzahl gerader 
und eine gerade Anzahl ungerader Elemente enthalten, die ungeraden Clas- 
sen dagegen nur eine ungerade Anzahl gerader Elemente oder eine unge- 
rade Anzahl gerader und eine gerade Anzahl ungerader Elemente. Substi- 
tuirt man statt aller ungeraden Elemente den Werth +1, statt aller geraden 
den Werth —1 und betrachtet die in den einzelnen Gruppen vorkommen- 
den Elemente als Factoren, so wird, wenn r eine ungerade Zahl ist, der 
Werth jeder in einer geraden Classe enthaltenen Gruppe = —1, der jeder 
in einer ungeraden Classe enthaltenen Gruppe = +1, und das Enigegen- 
gesetzte findet Statt, wenn r eine gerade Zahl ist. Jedenfalls wird also 
die Summe aller in jeder Classe enthaltenen Gruppen Null, sobald nicht 
r eine Pentagonalzahl ist. Da man nun diese Substitution wirklich machen 
mufs, wenn man von dem allgemeineren Producte (1+a,2)(1+a,2) .... 
zu dem speciellen (1+x=)(1— x?) .... übergehen will, so müssen alle Glie- 
der in der Entwickelung des letztern Productes wegfallen, deren Exponent 
keine Pentagonalzahl ist. Dagegen werden alle Glieder, deren Exponent 
eine Pentagonalzahl ist, mit dem CÜoefficienten +1 vorkommen, und zur 
Bestimmung des Zeichens dieses Coefficienten gilt folgende Regel. Es ha- 
ben immer vier auf einander folgende Glieder dasselbe Zeichen, und zwar 
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abwechselnd das positive und negative. Der allgemeine Satz, Jdafs der Coef- 
ficient von x” in der Entwickelung des Productes (1+ a, 2')(1+ 


32?+z. 
wm r= ist, eine Gruppe mehr in den geraden oder ungeraden 


.„...,. 


Classen enthält, je nachdem z eine gerade oder ungerade Zahl ist, geht 
für das specielle Product (I+=)(1— 2°) .... in folgenden über. Ist z 
eine gerade Zahl, von der Korm 4m, also r eine gerade Zahl, so ist 
der Coeflicient von 2” gleich +1; it s=4m+ 2, so ist r ungerade und 
der Coefficient = —1. Ist dagegen z eine ungerade Zahl, also z(32F1) 
jedenfalls eine gerade Zahl, so ist dieser Coefficient = —1, wenn 3271 
durch 4 theilbar ist, dagegen ist er = +1, wenn 3271 nur durch 2 theil- 
bar ist. Setzt man also allmälig = 4m—1, Am, 4m-+-1, ....,'so hat 
man das Schema | 
z 4m—1, 4m, 4m+1,4m+?2, 4m +3, 4m +4, 4m+5,.... 
woraus die angegebene Regel deutlich zu ersehen ist. Mithin ist 
Seizt mau nun 
log[(1+ x) 1— a’) = br + br ...., 
so ist allgemein Rh, woraus man wieder ähnliche Resultate wie in 


$. 10. ableiten kann. 


12. 


Aus denselben Prineipien ergiebt sich nun ferner eine von der For- 
mel (19) wesentlich verschiedene Recursionsformel für die Summe der 
Divisoren, indem bei derselben die Summe der Divisoren aller vorhergehen- 
den Zahlen zur Bildung der Summe der Divisoren einer folgenden ange- 
wandt wird; zugleich zeigt sie einen merkwürdigen Zusammenhang zwi- 
schen den Summen der Divisoren und der Anzahl der Combinationen mit 
Wiederholung zu bestimmten Summen. Setzt man nemlich 


— lg[1- ....] 


— — 0,%° ....;. 


log ) 


so ist allgemein — a, = . , mithin ist nach $. 4. 


Ye 
x 
> 
— 
zi 
— 
— 
> 
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und nach (21) 

238 = — —’0'.S(n—3) .... 
und da nach (10) der Werth von ”C’ unmittelbar gefunden werden kann. 
so drückt die Formel (28) einen Zusammenhang zwischen den Summen 
der Divisoren und bekannten Zahlen aus. So z. B. ist 

S.2=2.2—1=3 

8.3233 2.1=4 

= 5.4—1.4—2.3—3.1=7 
u. 


Aus (22) folgt 
h 


l,n 


wo sich das Combinationszeichen auf die Elemente !C, °C’ .... bezieht. 
Eben so zeigt die Formel (23) wie man die Anzahl der Combina- 
tionen mit Wiederholung zur Summe n finden kann, sobald die Summe 
der Divisoren aller Zahlen von 1 bis n gegeben ist. Man hat nemlich 
wo sich das Combinationszeichen ”"C” auf die Gröfsen 
als Elemente bezieht. 


h 
> 
n 
5.1 S.2 8.3 
1 2 3 0» 


13. 


So wie in der Entwickelung der sogenannten Lumbertschen Reihe 
jeder Coefficient die Summe der Divisoren aller successiven Zahlen an- 


giebt, so sind die Coefficienten der entwickelten Reihe 

22° 400% 

die Summen der geraden Divisoren aller successiven Zahlen, und die Coef- 
ficienten der entwickelten Reihe 


3.03 5.05 
1- + 1— x3 


sind die Summen der ungeraden Divisoren. Man könnte also diese Reihen 
anwenden, um nach Eulers Behandlungsweise Recursionsformeln zwischen 
den Summen der geraden Divisoren und zwischen den Summen der unge- 
raden Divisoren zu finden. Das im Vorhergehenden angewandte Verfah- 
ren führt aber auch hier leicht zum Ziele. Entwickelt man 
24% 


ey: 
= 
; 
« de” 
=: 
= 
\ 
7 
=> 
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so ist offenbar allgemein In.a,„ = —Sp.n, wenn Sp.n die Summe der 
geraden Divisoren der Zahl n bedeutet. Nun ist 
= 1! — +2"... = 
Mithin nach (21) 
31. Sp.In = Sp + Sp (An —4) — Sp (An —10)— Sp (In —14)...., 
wo man wieder für Sp(2n—2n) den Werth ?n setzen muls. 
Die unabhängige Formel heifst 


h h 
32. Sp.2n = 2 


1,2n - 
wo sich das Combinationszeichen auf die Elemente ,=0, = —1, 
4, =0, a, = .... bezieht. Ist z. B. 2n=8, so ist 


h h 
3 (—1)pC = 4a,a, +1.3a,a,a,+ 44,a,a,a,, 
1,8 


mithin Sp.8 = = 14 = ?+4+8. 

Die Anwendung der Form (23) würde auch hier wieder zu einem 
merkwürdigen Satze führen. Kine zweite Recursionsformel giebt die 
Gleichung 


1 == 2 


aus welcher 
und mithin 
33. Sp.!n = — Sp (An—?) —’C’ Sp(An—4) .... 

folgt. Die Formeln (22) und (23) würden wieder zwei neue Sätze über 
den Zusammenhang der Combinationen mit Wiederholung zu bestimmten 
Summen mit den Summen der geraden Divisoren geben. Ich werde jedoch 
im F'olgenden die aus diesen Formeln fliefsenden Resultate nicht mehr be- 


sonders erwähnen. 


14. 


Entwickelt man 
log [1— x) 1— a’) x’) ....]| = ...., 
so ist allgemein —na, der Summe der ungeraden Divisoren der Zahl n 
gleich. Nun bezeichne Si.n diese Summe. Entwickelt man daher das 
Produet (I—x)(1—x°) .... in eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe, 
so kann man wieder eine Recursionsformel zwischen den Coefficienten 
dieser Reihe und den Werthen Si.n, Si(n—1) .... finden. 


2 
= 
> 
| 
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Eine andere Recursionsformel giebt die bekannte Gleichung 


1 21.2 
.... 


Aus ihr folgt 
log 1+ 'Cx' + + °Cx° Si.1.c+ 
mithin nach (21) 
34. Sen = Siin—1)'C — Sin—2)’C .... 
Ist z. Bn=17, so ist Si.n=1+7=8, und nach (34) 
Sin = 7.35 —4.1—6.1— 1.2 —4.2 — 1.3 — 8. 


15. 
Es sei Si.n— Sp.n= D.n. Nun ist nach dem Vorhergehenden 
1 852.4 Sp.4 


Zieht man diese Gleichungen von einander ab und bemerkt, dafs für die 
ungeraden Zahlen Si.n = Dn ist, so ergiebt sich 


22) at) _ mat | 
lg Iog| | (vergl. $. 8.) 


Mithin nach (21) 


35. Dn=— Da) — (a6)... =— 2 Dn-H!), 
wo für —D(0) der Werih n substituirt werden mufs. 
Diese Formel giebt zugleich einen neuen Ausdruck für Si.n. Ist 
nemlich 2 eine ungerade Zahl, also Si.n = Dn, so hat man 
36. Sin = — [Si(n—1)— Sp(n—1)]—[Si(n— 3)— Sp(n— 3)] 
— Si(n— 6) — Si(n— 10) — [Si(n—15)— Sp(n—15)]..... 
Sp(n—1)+ Sp(n—3) + Sp(n—15)..... 
— [Sö(n—1) + 3) + Si (n—6)] ...., 
wo wieder statt S’p(0) der Werth n gesetzt werden mufs. 
Ist dagegen n eine gerade Zahl, so hat man 
37. = Sp.n— Si(n—1) — Si(n— 3) — [Si(n— 6) — Sp(n—6)] 
10) — Sp(n—10)] .... 
= Sp.n + Sp(n—6) + Sp (n—10) .... 
— [Si (n—1) + Si(n—3) + Si(n—6) ....]. 


| 
| 
Mm 
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Hierdurch erhält man mithin auch eine neue Formel für Sp.2n, nemlich 
38. Sp.!n = Si.2n + Si(!n—1) + SiAn—3) .... 
— [Sp.(2n— 6) + Sp.2@n—10) + ...... 


16. 


Auch die Verwandlung des Ausdrucks log[(1+x)(1+=°’/1+2°) ....] 
in eine Reihe kann zur Auffindung ähnlicher Sätze gebraucht werden. 
Eben so die Entwickelung von log[( 1— x) (1-++ =°)(1—.x°) ....] und ähnliche. 
Da jedoch diese Betrachtungen nur Wiederholungen der vorhergehenden 
wären, so will ich sie nicht weiter verfolgen und nur noch eine Bemer- 
kung hinzufügen. 

Aus dem merkwürdigen Ausdrucke 


den Jacobi gefunden hat (Fund. nov. p. 185), und an dessen Stelle 
man auch 

—= 1— 2x + 22 — 22° .... 
setzen kann, ergiebt sich nach $. 10. und 14. 
log 1— 24 +24 — 29 ....) 


mithin 


39. 28.n— Sp.n 
—= 2[2S(n— 1) — Sp(n— 1)] — 2[2 S(n—4) — Sp(n—4)] 
+ 2[2 S(n— 9) — Sp(n—9)] ...., 
wo man statt 2, S(0)— Sp(0) den Werth rn substituiren muls. | 


17. 


Eine ganz ähnliche Reihe von Sätzen erhält man, wenn man statt 
der Summe der Divisoren die Anzahl derselben betrachtet. Es ist auffallend, 
dafs nicht schon Euler die Recursionsformel, welche den Zusammenhang 
zwischen der Anzahl der Divisoren verschiedener Zahlen angiebt, gefunden 
hat. Hierzu hätte er nur nöthig gehakt, statt der Reihe 


IR 
ch 
x x 
4 1—x 1—x 


1l. Stern, Beiträge zur Combinationslehre. 


die Reihe 


anzuwenden, in deren Entwickelung der Coefficient einer jeden Potenz 
von x die Anzahl der Divisoren des entsprechenden Exponenten angieht. 
Diese Reihe wird zwar auch gewöhnlich Lambert zugeschrieben und kommt 
an der ohen erwähnten Stelle vor: sie war aber schon lange vorher, wenig- 
stens in etwas veränderter Gestalt, Kulern bekannt. Denn in der Ab- 
handlung „Consideratio quarundam serierum (-Nov. comm. ac. Petr. T.3) 


kommt schon die FAOENENOER Fun dafs in der Eutwickelung der Reihe 
1 


der Zähler jedes Bruches anzeigt, wie viel Divisoren der Exponent des 
Nenners hat. 
Verfährt man wie im Vorbergehenden, so erhält man diese Recur- 
sionsformel auf folgende Weise. Man bezeichne durch N.p die Anzahl 
der Divisoren der Zahl p, so ist offenbar 


1 
Es kommt nun zunächst darauf an, das Product (1— x) (1— x’)? do‘) ” 


nach den Potenzen von x zu entwickeln. Bezeichnet man durch > den 
i 
m“ Binomialcoefficienten der Potenz —, so hat man 


1 
1— 1-—'!Br 
(1— a)? + Bat — .... 
1 ı ı 
1—- = — .... 


u. S. W. 


m 
In diesen Reihen hat jedes Glied die Form "Bx”. Multiplieirt 
man nun diese Reihen mit einander, so wird man, um den Coeffieienten ir- 
gend einer Potenz x’ der resultirenden Reihe zu finden, folgendes be- 
denken müssen. Die Exponenten der ursprünglichen Reihen bilden die 
Folgen 


— 1 2 3 
1—x — 1—x 
.... 
| 
01.4, 
8 + 
va» 
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So oft man nun aus den Gliedern dieser Folgen Variationen zur 
Summe Zbilden kaun, erhält man in der resultirenden Reihe den Exponenten i. 


1 m 


Da nun jedem Gliede mr der Coefficient +” entspricht (wo das positive 
oder negative Zeichen zu nehmen ist, je nachdem r gerade oder ungerade 
ist), so erhält man den Coefficienten von x’, wenn man in jeder Gruppe 


1 m 
statt mr den Werth +" (und statt Null die Einheit) setzt und die aus 
jeder Gruppe entspringenden Binominalcoefficienten mit einander multiplicirt; 
die Summe aller dieser Werthe ist der Coefficient von x’. Ist z.B. i!=6, 
so sind die Variationen zur Summe 6: 


w 


1. 
1.2214 


Mithin ist der Coefficient von gleich —+B — ?B 

Bezeichnet man nun der Kürze halber den Coefficienten von x’ durch 
A,, so ist 


log 1 +A,2'+ + ...) = _ 
mithin 
4. N.n= —4.N(n—1)— 4,.Nn—D9 — .... 
Durch wirkliche Berechnung findet man 
mithin 
Ni=1 


u. S. w. 

Eben so würde man aus (22) eine unabhängige combinatorische Formel zur 
Bestimmung von N.n finden. Ueberhaupt könnte man fast alle Sätze, die 
früher in Beziehung auf die Summe der Divisoren gefunden worden sind, 
auf analoge Weise auf die Anzahl derselben übertragen; man wür! z.B. 
die Entwickelung von log[(1— 2°)? (1— (1— ....] betrachten 
müssen, um die Anzahl der geraden Divisoren einer Zahl zu finden. 


Far 

2 

>; 

= 
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18. 


An das Vorhergehende reiht sich unmittelbar die Auflösung einer 
anderen Aufgabe, nemlich eine Recursionsformel zwischen der Anzahl der 
Zahlen zu finden, die kleiner als eine Zahl und keine Factoren derselben 
sind. Es bezeichne Z.m die Anzahl der ganzen Zahlen, die kleiner als m 
und keine Factoren von m sind, so ist z.B. für m=6, der Werth von 
L.m=2. In der Reihe 


zeigt der Zähler jedes Coefficienten die Anzahl aller ganzen Zahlen an, 
die nicht gröfser als der Exponent der dazu gehörenden Potenz von x 
sind. Betrachtet man diese Reihe als einen Logarithmen und setzt 


so kann man die Werthe von &,, &%,.... leicht bestimmen. Da nun ferner 


ist, so hat man 


und da sowohl a, als A, bekannte Gröfsen sind, so erhält man hieraus 
eine Recursionsformel zwischen den Gröfsen ZL.1, L.2, L.3, .... 


“ Bei wirklicher Berechnung findet man 
| = 4, = 2}, um 
mithin +42...) = 
und L4 = 44—0.L.3—0.L.2—L1 
oder,da Li1= 0 ist, L4 = 


Auf dieselbe Weise kann auch eine Recursionsformel zwischen der 
Summe der ganzen Zahlen gefunden werden, die kleiner als eine Zahl 
und keine F'actoren derselben sind. Zu diesem Zwecke betrachte man 
die Reihe 


in welcher der Zähler des Coefficienten jedes Gliedes die Summe der 

ganzen Zahlen angiebt, die nicht gröfser als der Exponent der entsprechen- 

den Potenz von x sind. Man bezeichne diese Summe in Beziehung auf 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 2. 25 
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die Zahl m durch Km. Setzt man nun 


= +08 ....), 


so kann man wieder die Werthe von &, &, .... nach Formel (21) berech- 
nen. Nun hat man ferner 


1 2 
mithin 
== 


Das allgemeine Glied des Productes 
2...) 1—x2— ....) 


3m? 
ist >> (—1)” . [04 3m?Tm 
0,27 


Bezeichnet man diesen Ausdruck der Kürze halber durch B,x”, so hat man 
41. K.n nB,— 


19. 


Eine neue Reihe von Sätzen erhält man, wenn man die im Vorher- 
gehenden betrachteten numerischen Transcendenten nur zwischen bestimm- 
ten Grenzen nimmt. Will man z.B. einen Ausdruck für die Summe der 
Divisoren einer Zahl n, die zwischen den Grenzen 1 und r enthalten sind, 
finden, so bezeichne man diese Summe durch S,.n. Entwickelt man nun 
log[(1— x) (1—x°) .... (1—x”)] in eine nach Potenzen von x fortschrei- 
tende Reihe, so wird diese 


Setzt man nun 1— x) 2)... +8 ?, 
so hat man 


42. 8.n = A.S,(n—1) + 


Wird z. B. gefragt, wie grofs die Summe der zwischen 1 und 6 enthalte- 
nen Divisoren der Zahl 12 ist, so hat man 

S;.12 12 
= 16. 


— 
— 


3 
= 

Tara 3 
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Die Entwicklung des endlichen Productes (I—x) (l—x’) .... (l— x’) ist 
aber von der des unendlichen (1— x)(1—x?) .... wesentlich verschieden 
und bedarf einer besonderen Untersuchung, indem hier nicht, wie dort, alle 


Glieder wegfallen, die nicht in der Form Sch enthalten sind*). Ich 


werde später auf diesen Gegenstand zurückkommen und will hier vorläufig 
nur folgende Bemerkungen anknüpfen. In der Entwickelung des endlichen 
Productes (1—x) .... (1— x”) gehören die Glieder immer paarweise so 


zusammen, dafs die Summe der Exponenten lan ist und die Coefli- 


cienien gleiche Gröfse und gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben, 
je nachdem r gerade oder ungerade ist. Denn nimmt man an, dafs dieses 
Verhältnifs bei der Entwickelung von (1— x) (1—.x?) .... (1— wirk- 
lich Statt hat, so dafs je zwei Glieder Ax”, +4Ax” auf die angegebene 
Weise zusammengehören und multiplieirt man mit I— x’, so gehören wie- 


der die Glieder Ax” und +4Ax”*" und eben so +Ax”" und — zu- 


r—1.r r.r+1. 


angegebene Verhältnifs in der Entwickelung von (1— x)1— x) = 
x" —x—x°— x’ wirklich Statt hat, so gilt es auch allgemein. Auf ähn- 
liche Weise kann man zeigen, dafs in der Entwickelung des Productes 
x”) je zwei Glieder so zusammengehören, dafs die 


Sunme der Exponenten a und die Coefficienien gleich sind. Be- 


zeichnet man durch [”C,] die Combinationen ohne Wiederholung zur Summe u 
aus den Elementen @,, @&, .... @,, durch ”C, ihre Anzahl und durch 
D.”C, den Unterschied zwischen der Anzahl der in den geraden und un- 
geraden Classen enthaltenen Gruppen, so ist der Coefficient von x” in der 
Entwickelung von 
.... (1+a,x”) 

gleich [”C,]. Setzt man die Coefficienten a,, @,,.... a, sämmtlich = —1, 
so kommt man auf das specielle Product (1—x)(1— x?) ....(1— x’) zurück. 


st. Da nun das 


sammen, dad ma 


Hieraus ergiebt sich folgender Satz. Ist nt 1_m, so ist D".C, 


=D."C, oder D.”"C,=— D.”C,, je nachdem r eine gerade oder ungerade 


#) Diese Bemerkung ist um so weniger überflüssig, da ein ausgezeichneter Mathe- 
matiker das Gegentheil geglaubt hat und dadurch auf mehrere falsche Ausdrücke ge- 
führt worden ist. 


> 
| 
‘ 
= 
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Zahl ist. Setzt man die Coefficienten sämmtlich =1, so erhält man das 
Product (1+x)(1+x°)....(1-+x”). Hieraus ergiebt sich folgender Satz. 
r.r+1. 


Es ist immer ”C,="(C,, wenn = ist. Aus den zwei Gleichun- 


gen D.’C,=+D.’C, und "C,="C, folgt alsdann noch der Satz: wenn 


m+n= ein ni ist, so ist sowohl die Anzahl der Gruppen mit gerader 


2 
Elementenzahl, als die Anzahl der Gruppen mit ungerader Elementenzahl 


in [”C,] und [”C,] gleich, wenn r eine gerade Zahl ist: ist dagegen r 
eine ungerade Zahl, so enthält [”C,] bezüglich so viele Gruppen mit ge- 
rader oder ungerader Elementenzahl, als ["C,] Gruppen mit ungerader oder 
gerader Elementenzahl enthält, 


3 

7 


12. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 193 


12. 


Ueber die Transcendenten, welche aus wiederholten 


Integrationen rationaler Formeln entstehen. 
( Vom Herrn Prof. E. E. Kummer, Dr. pbil. zu Liegnitz. ) 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 5. im ersten Hefte dieses Bandes.) 


4. 
Wir wenden uns nun zur Untersuchung des Integrales 
D’(z,.) = (+ 


1+2xcosa + x? 
Aus der Definition folgen zunächst unmittelbar folgende Eigenschaften 
desselben : 
= D(x, u), D(x,a+”) = Di—x,.), 
oder allgemeiner, wenn k irgend eine ganze Zahl bedeutet, 

D’x, = +ua+(2k+1)7) = 
Da hiernach jede beliebige Function D(x,«) auf eine andere reducirt wird, 
für welche « in den Grenzen O und 7 liegt, so werden wir unbeschadet 
der Allgemeinheit der zu entwickelnden Formeln gewöhnlich vorausseizen, 


dals dieses zweite Element « in den Grenzen O und 7 liegt. Wird nun 


gesetzt, wodurch D(z,o) in D(w,«) übergeht, so hat man 


für dieses Integral in der Form D(w, «) 
= D(u,u), D(u+kr,a) = D(u,u), 
= D(u,u), 

so dafs die Function D(w,«) sich gar nicht ändert, wenn zu einem ihrer 
beiden Elemente, oder auch zu beiden, beliebige Vielfachen von 7 hinzuge- 
than oder davon weggenommen werden, und eben so, wenn ihre Elemente beide 
zugleich mit umgekehrten Vorzeichen genommen werden. Die Continuität 
dieser Function wird unterbrochen, oder D(w, «) wird unendlich grofs, so- 
bald sin(u+«) = 0 wird; deshalb werden wir gewöhnlich u+« als in 
den Grenzen O und 7 liegend betrachten, welchen in D(z,«) die Grenzen 
z=—x und entsprechen. Für «=0 geht D(&,a) über in 


A(x), aber D(w,«) in A(—1), oder es wird D(w, =7. Wenn aber 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 3. | 26 
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u und « zugleich verschwinden, so geht D(w,«) über in A4(2), wo z den 


Werth bedeutet, welchem der Quotient Mei... oder —— sich unendlich 


sin (ua) ut 
nähert, wenn % und « unendlich klein werden. 
Die Differenzialquotienten des D(x,«) in Beziehung auf x und « 


sind folgende : 
dD(x,0) __ 


dx  A1+2xcosa+x?’ 
dD(x,«e) __ x sin 
da 1+2xcose + x? + are tang 1-- x cos« 


und deshalb ist das vollständige Differenzial, wenn beide Elemente x und « 
zugleich veränderlich sind, 


de — xsinade) 
= 1+2xc0osc + x? +arc lang 1+xcosa' 
oder 


d.D(x,a) = + x°) 4 arctang 
Der Kreisbogen, welcher in den in Beziehung auf & genommenen Differen- 
zialen vorkommt, hat bekanntlich unendlich viele verschiedene Werthe und 
mufs deshalb näher bestimmt werden. 

Für =0 ist D(x,a) =0, folglich auc Deshalb 
mufs für diesen Werth des x auch der Kreisbogen = 0 werden. Wenn 
nun « in den Grenzen O und 7 liegt, so wächst der Kreisbogen conti- 
nuirlich zugleich mit x und erhält für =» den Werth «: wenn aber 
x abnimmt, so nimmt auch der Kreisbogen continuirlich ab und für = — x 
wird derselbe gleich &—7, so dafs dieser Kreisbogen immer in den Gren- 
zen a—7z und «& eingeschlossen ist, wenn nämlich & in den Grenzen O 


und 7 liegt und x in den Grenzen — x bis + &. 


Seizt man <= acc so erhält man hieraus auch die Differen- 


dD(x, «) 
h d 


zialquotienten und das vollständige Differenzial von D(u,«), nämlich 
d.D(u, «) +sinu ) cotang (ua), 


du in (u 0) 
d.D(u,a) __ ( +sinu sin u 


d.D(uo)= —I (cotang (u + u) (du + da)— cotangu. da) —uda, 


welches auch so dargestellt werden kann: 


+sinu +sin« 


Y 
| 
| 
Pr 
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wenn « und ”+« in den Grenzen O und z liegen. Sind diese Bedin- 
gungen nicht erfüllt, so kann man diese F'ormeln nicht unmittelbar zum 
differenziren von D(w,«) anwenden, sondern man mufs dann zuvor den 
Elementen % und « gewisse Vielfachen von 7 nehmen oder dazu hinzuthun, 
von der Art, dafs diese Bedingungen erfüllt werden. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die Formeln suchen, 
welche die Eigenschaften der Function D(x,«) oder D(w, «) enthalten. Zu 
diesem Zwecke bietet sich hier wieder dieselbe Methode dar, welche wir 
für die Function A(x) angewendet haben, nämlich in D(x, «) statt x irgend 
eine rationale Function von x zu nehmen und alsdann dieses Integral in 
seine einfachen Bestandtheile zu zerlegen. Zunächst wollen wir — x” 
statt x nehmen, wo n eine ganze positive Zahl sein soll, und wollen « 
in na verwandeln. Hierdurch wird 


I(+ x) — cosne)nart.da 
= nf 1 — 2x" cosna x°" 


Die gebrochene rationale Function, welche in diesem Integrale enthalten 
ist, wird aber bekanntlich folgendermaafsen in ihre Partialbrüche zerlegt: 


(«+") 
und deshalb hat man sogleich durch die Integration der einzelnen Theile: 
23. =n >, 


Verwandelt man «& in at; so erhält man hieraus 
n—1 
24. = n2,D (— 
0 


Dies sind längst bekannte Resultate, welche auch gewöhnlich auf 
ähnliche Weise hergeleitet werden. Auf andere Werthe aber als — x” 
und + x” hat man diese Methode noch nicht angewendet, um eine Function 
derselben Art zu verwandeln, obgleich solches mit demselben guten Erfolge 
geschehen kann. Aus der oben angegebenen allgemeinen Methode der 
Zerlegung der in der Form [P /Odxdx enthaltenen Integrale folgt näm- 
lich von selbst, dafs man, indem man für x irgend beliebige rationale 
Fuuctionen in D(x, «) substituirt, eine unendliche Anzahl verschiede- 
ner Formeln erhalten mufs, in welchen eine solche Function als Aggregat 
mehrerer Ftunctionen derselben Art dargestellt wird. Obgleich nun aber 
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diese Methode nothwendig zu den gesuchten Resultaten führen mufs, so 
werden wir doch hier nicht weiter von derselben Gebrauch machen, weil 
wir leichter zum Ziele kommen, indem wir die Theorie der Function (Dx, «) 
auf die der einfacheren Function A(x) gründen, deren Grund - Eigenschaften 
wir bereits entwickelt haben. Eben so werden wir auch die Theorie der 
Function E(x, «) auf die der Function A(x) gründen. Der Uebergang von 
A(x) zu D(x,«o) und KE(x,«) geschieht durch Einführung eines imaginären 
Elementes ze“ und es kann vermittelst der oben gefundenen Gleichung 


A(ze) = D(x, ©) — u arc tang +:E(x,a) + 5 


0S% 

jede Eigenschaft der Function A(x) auf die Functionen D(x,«) und E(x, «) 
übertragen werden. Die Bestimmung der Grenzen, in welchen die Kreis- 
bogen der so erhaltenen Formeln liegen, macht hierbei einige Schwierig- 
keiten; wir werden die Grenzen sammt den Theilen der Formeln, welche von 
Logarithmen und Kreisbogen abhängig sind, anderweitig bestimmen, und 
zwar so, dafs die Formeln dadurch andere, von der Betrachtung des 
Imaginären ganz unabhängige Beweise erhalten. Da die Formel (2) des 
$. 2. die Grundformel für die Function A(x) ist, aus welcher alle übrigen 
sich ableiten lassen, so werden wir nur die dieser entsprechende Grund- 
formel für die Function D(x, «) herleiten, und aus dieser alsdann wieder 
die andern specielleren, deren Anzahl aufserordentlich grofs ist. Zu diesem 
Zwecke werde in der Formel (2) $.2. x in ze“, y in ye: verwandelt, 
und es werde aufserdem gesetzt 


1— m re”, 1— = pe”, 
oder, was dasselbe ist, 
x sing = r sinu, ysinß = e sinv, 
1— xcosa = rcosu, 1— ycosß = pcosv, 
sin u sin v 
WE sin (ut «)’ sin(v+ß)’ 
sin 
— sinwte)” 


Hierdurch erhält man 
M—ay | (— x e*) + Ay e') + A (=? 


Zwerlegt man jetzt die Functionen 4 dieser Formel in ihre realen und ima- 
sinären Theile, so zerfällt die ganze Formel in einen realen und einen 
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imaginären Theil. Zieht man ferner hier, wo es sich um die Funetion D(x, «) 
handelt, nur den realen Theil in Betracht und bezeichnet alle Logarithmen 
und Kreisbogen, welche er enthält, einfach mit Z, so erhält man 


D—xy,a+Bß) D—x, + D(—y; a+u—r) 
B+v—u)+L. 


Substituirt man für &, y, r, g ihre Werthe, ausgedrückt durch w, v, 

so hat diese F'ormel vier von einander unabhängige Gröfsen. Aufser die- 

sen führen wir noch einen Hülfswinkel ® ein, welcher dazu dient, die For- 

mel selbst und die zur Bestimmung ihres logarithmischen Theiles Z nöthige 

Rechnung bedeutend zu vereinfachen. Dieser Winkel soll durch folgende 
Gleichung bestimmt werden: 
xcysın(a 

tang? = 1— 


oder, was dasselbe ist, 
ügh sin u sin v sin (@ + /) 
tang? = sin (u sin (v + — sinu sinv cos(@ + 
Hieraus hat man nämlich durch einfache Rechnungen 


sin sin u sin v Pr 
sn(po+a+f)  sin(wte)sinw+ 
— sin (Pp—u) __ sinusn#? __ x0 
sin(p+@—v) sinasnw+f) 
—sn(p—V) __ Sinvsina __ yr 


Substituirt man diese Werthe in der obigen Formel, und macht zugleich 


von der einfacheren Art der Bezeichnung Mast a) = D(u, «) Ge- 
brauch, so hat man 
DO, ß) 
Du,a)+Dwß) + Do —wa+u—v) + L. 

Um nun den von Logarithmen und Kreisbogen abhängigen Theil Z 
zu bestimmen, werde ich diese F'ormel zuerst differenziiren und nachher 
wieder integriren. Damit aber die Differenziation nach Anleitung der oben 
gegebenen Formeln genau ausgeführt werden könne, müssen zunächst 
die Grenzen bestimmt werden, in welchen die Gröfsen «, ß, u-tu, 
v+ß,P9, u. s. w. liegen. Von den vier Gröfsen «, ß, 
ut, v+ß wollen wir festsetzen, dafs sie alle in den Grenzen O0 und 7 
liegen, da dies unbeschadet der Allgemeinheit geschehen kann. Der Bogen ® 
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ist durch die obige Gleichung nicht vollständig bestimmt. Um ihn daher un- 
zweideutig zu bestimmen, wollen wir festsetzen, dafs zugleich mit = 0 
auch D=0 sei, (und nict P=r, P=?r, oder dergleichen; welches 
nach jener Formel ebenfalls Statt haben könnte). Ich füge jetzt den 
Gröfsen ®d, P—u, P—v, a+ß, a +u—v, gewisse Vielfachen 
von z zu, oder ich nehme statt derselben resp. P—u+N’, 
a+ß+kr, a tu—e+kr und ß+v—u+k'z, won, 
N,N", k, k', k“ positive oder negative ganze Zahlen sind, von der Art, 
dafs die Gröfsen 


a+ß+kr, OP 
at + kn, 
P+v—u+k'r, kr, 


alle in den Grenzen O und 7 liegen sollen. Hierdurch vermeidet man viele 
weitläuftige Erörterungen; denn um z.B. zu sagen «+ß liege in den Gren- 
zen z und 27, darf man nur sagen, es sei k= —1: statt «+ u— v liege 
in den Grenzen —z und 0, heifst es “= -H1 u. s. w. Auch erlangt 
man hierdurch den Vortheil, dafs die Formeln für das vollständige Differen- 
zial der Function D(w, a), welche wir oben gegeben haben, unmittelbare 
Anwendung finden, da dieselben voraussetzen, dafs das zweite Element 
und die Summe beider Elemente der zu differenziirenden Function in den 
Grenzen O und 7 liegen. Mtatt der obigen Formel nehmen wir also fol- 
sende ihr völlig gleiche: 
D(u,o)+ Diw,ß) + DO —u+N'z, atu—v+%k'r) 
+ DO 


Diese Formel differenziire ich, indem ich alle vier unabhängigen Gröfsen 
a, ß, u und v als veränderlich betrachte und erhalte so: 


sin sin («+ £) 


.) —uda+ (er 3) d 5) —vdß 


sin —v) sin(?+v—u)\ _ D 


Setzt man jetzt so findet man leicht: 


DB; 2 
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sn(e+u—:) —sin(p—u) __ 
sin(p+«@—v) =; sin(p--«—v) 
sin($-+v—u) __ R — sin(p—v) 


sin(p+P—u) 0’ 
also, indem man diese Werthe substituirt, 


dR dr do dR dr 
IE = NT 

— (Ar—Na)da— (Ar— Ma)dB— 
welches sich sogleich vereinfacht in 

— u—v— 

und hieraus hat man durch Integration, 
12) — AM ar — (AA Pr— + const. 


Damit nun die Formel völlig bestimmt sei, sind nur noch die ganzen Zah- 


len A, A und A“, und die Constante zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 


betrachte ich zunächst. den Differenzialquotienten des Bogens ® in Be- 


ziehung auf wu: 
| dp sinvsin(@+ P)sin « 


aus welchem hervorgeht, dafs ® zugleich mit « wächst, sobald sin o.sin («+ß) 
positiv ist, dafs aber, wenn sino sin («+ß) negativ ist, der Bogen ® abnimmt. 
sobald % zunimmt, und umgekehrt. (sin und sin (o+ß) sind nämlich immer 
positiv, weil « und o-+ß nach der Voraussetzung in den Grenzen O0 und 7 


liegen.) Ferner folgt aus der Gleichung 
sinp sinu.sinv 


sin(pFe+ß) 
dafs nur dann sin(® = 0 sein kann, wenn zugleich sind 0 ist. 
Da aber nur für v=0, sn®—=0 ist, so folgt, dafssin(® inner- 
halb der Grenzen v= — und v=r— niemals sein Vorzeichen än- 
dern kann. ®+a+Pß liegt also immer in denselben Grenzen, in welchen 
liegt, und dd a +ß +kz in den Grenzen 
O und 7 liegen, so folgt, dafs immer A\=0 ist. Um nun\‘ zu bestimmen. 


betrachte ich die Gleichung 
—sin(p—u) __  sinusin 
sin(p+a—v) ” sinasin(v+ß)’ 
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aus welcher hervorgeht, dafs nur dann sin(®+a—v)=0 werden kann, 
wenn zugleich sin (dO—wu) = wird: ist dies beides der Fall, so wird offen- 
bar auch sin(a +u—v)=0. Für aber it OP ra—v—=a+u—, 
also müssen diese beiden Gröfsen gemeinschaftlich in denselben Grenzen 
liegen, in welchen «— v liegt, und hieraus folgt, dafs dieselben immer in 
denselben Grenzen liegen müssen, wenn ® zugleich mit « wächst oder 
sine sin(@a4-ß) positiv ist. In diesem Falle hat man daher X=0. Wenn 
aber sinv.sin(&-+ß) negaliv ist, so sind zwei Fälle zu unterscheiden : 
erstens, wenn &+ß in den Grenzen O und 7 liegt und v in den Grenzen 
—ß und O, und zweitens, wenn «+ in den Grenzen z und 27 liegt und 
v in den Grenzen O und m—ß. In dem ersten dieser Fälle liegt zunächst 
«a—v in den Grenzen O und 7, denn der gröfste Werth desselben ist 
«-+-ß und der kleinste «; deshalb liegen auch O+a—v und «+ u—v 
gemeinschaftlich in den Grenzen O und 7, oder, wenn = 0, so ist auclı 
=0. Wenn aber, indem wächst, «-+u —v die Grenze überschreitet, 
so überschreitet zugleich ©-+a—v abnehmend die Grenze 0; oder wenn 
so =+2?, und in diesem Falle ist überdies +1. 
In dem zweiten Falle, wo «+ in den Grenzen z und 27 liegt und v 
in den Grenzen O0 und #—ß, ist ebenfalls „— v in den Grenzen O und 7 
enthalten, weil der gröfste Werth desselben «& ist und der kleinste « +ß—; 
deshalb liegen hier O®+«—v und «+u—v ebenfalls gemeinschaftlich in 
den Grenzen O und 7, oder, wenn in diesem Falle k’ = 0 ist, so ist auch 
‘= 0: wenn aber, indem abnimmt, &+%—v die Grenze O überschreitet, 
so überschreitet zugleich P+a— v zunehmend die Grenze 7, d.h. wenn 
K=+1, so ist hier =—? und überdies A’=—1. Da die Formel 
selbst und die Voraussetzungen über die Grenzen der darin vorkommenden 
Quantitäten ungeändert bleiben, wenn zugleich « und ß, undv, und k“, 
N und X’ mit einander vertauscht werden, so folgt, dafs diese Resultate, 
welche wir für die Zahl \’ erhalten haben, auch für A’ gelten. Wir 
ordnen nun die gefundenen Grenzbestimmungen in folgende fünf Fälle. 

1. Wen ode K=0, 

2. Wenk=0, “=—l, =+2, =0. 

4. Wemk=0, K=+l, 

5. Wen k=—1,X=+1, "= —l, ot V=—ı,N'=0. 
A ist unter allen Bedingungen = 0. 


% 
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Da nun die Zahlen A, A’ und X‘, welche in dem Theile ZL der 
allgemeinen Formel vorkommen, vollständig in- allen einzelnen Fällen be- 
stimmt sind, so ist nur noch die Constante zu bestimmen, welche keine der 
Gröfsen a, ß, u, v enthält, also rein numerisch ist. Da die in der For- 
mel vorkommenden Functionen niemals unendlich werden, sobald o, , w-t a, 
v+ß, wie wir vorausgesetzt haben, in den Grenzen O und 7 liegen, und 
die Continuität nur dadurch unterbrochen wird, dafs A’ und A” plötzlich 
andere Werthe bekommen: so folgt, dafs die Constante nur dann ihren 
Werth ändern kann, wenn A’ und A’ ihre Werthe ändern ; und da, wie wir 
so eben gefunden haben, A’ und A” in fünf besonderen Fällen besondere 
Werthe haben, so folgt, dafs auch die Constante fünf verschiedene, jenen Fäl- 
len entsprechende Werthe haben kann, welche wir jetzt bestimmen wollen. 


In dem ersten Falle, wo X =0 und X’=0, hat man unmittelbar, 
"indem man n=0 und v—0 setzt, auch const. — 0. 

In dem zweiten Falle setze man = r+4w, P+v—u = — Su, 
wodurch «&+ß =#—4w wird, also, wenn w positiv <14r, k=0, 
K=—1,k'=--1 und deshalb Aufserdem seize man 
so wid a=?2w B=er—bw atu= 
47 +3w ß+v=4r—7w; man nehme unendlich klein, so wird 
P=—47—5w. Substituirt man diese Werthe in der allgemeinen F'ormel, 
indem man für L den gefundenen Ausdruck nimmt, so erhält man, mit Be- 


rücksichtigung, dafs D(aw, bw) = A (= . =), für w unendlich klein: 


A—) = 2 1 (13? — + const., 
und dd A(3)+ 4) — 403) = 4a’, AD —= so ist auch 
in diesem zweiten Falle const. = 0. 

In dem dritten Falle setze man, um die Constante zu bestimmen, ähn- 
licherweise «tu—v = wodurch a = r+4w, 
also, wenn positiv kleiner als 47 ist, k= —1, = —1, k’—= +1 und 
dadurch X =0, wird. Aufserdem nehmemaw=17+w v= 
—17—w, wodurch uta= 4r-+7w, +B=47—3w, 
und, wenn ww» unendlich klein genommen wird, P=— 47 -+5w. Substituirt 
man diese Werthe, indem man w unendlich klein nimmt, so erhält man 

A—1) = 24-1) +4— — — 4m — 27° + const. 
- oder, vereinfacht, const. = 27’. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. 3. 27 
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‘ Für den vierten und. fünften Fall könnte 'man die Constante auf 
ähnliche Weise bestimmen, wie wir es hier für den zweiten und dritten 
Fall geihan haben. Da aber ‚diese beiden Fälle aus den beiden vorigen 
hervorgehen, wenn zugleich & und ß, % und »,.X’ und A’ mit. einander ver- 


tauscht werden, so folgt, . dafs der vierte Fall dieselbe Constante haben 


mufs, als der zweite,..nämlich eonst. 0, und der fünfte dieselbe Uonstante, 
als der dritte; nämlich const. = 27°. | tete 

Die nun völlig bestimmte Grundformel, aus welchei wir ‚alle übrigen 
Eigenschaften der Function D(w,.«) zu entwickeln gedenken, kann jetzt 
vollständig folgendermaafsen dargestellt werden. | 

Wenn der Hülswinkel ® durch folgende Gleichung bestimmt wird: 


sinusinvsin(@#Pß) 
tang® sin sin(v+ — sinu sinv cos(«+ 
und wenn die vier Gröfsen ß, v+Pß, alle in den Grenzen 
O und 7 liegen, so ist: 


= Deu, + Dwß) + DO—ua+u—v) 


wo B, der von Kreisbogen abhängige Theil, folgende Werthe hat: 

1, wenn oder.beide zu- 
gleich in den Grenzen O und z liegen; | | 

2. B=—1(u—v— +?2r7a, wenn —v in Grenzen 
und 27, B+v—u in den Grenzen —z und 0, «+P in den Gren- 
zen O und 7 liegen; SH 

3, B= —1u—v— 27)? +27 (#—P), wenn atu—v in den Gren- 
zen z-und 27, B+v — u in den Grenzen — 7 und 0, in den 
Grenzen z und 27 sind; | | 

4. wenn in den 
— 7 und 0, P+v—u in Grenzen z und Im; in den 
Grenzen O und 7 sind; Ä 

5. wenn in den Gren- 
zen —z und 0, ß+v— u in den Grenzen 7 und 27, «+ß in den 
Grenzen 7 und 27 liegen. 


5. | 
Aus dieser allgemeinen Formel wollen wir nun die specielleren und 
einfacheren Eigenschaften der Function D(u,«) entwickeln. Wir betrach- 
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ten zunächst den Fall, wo «+ß = ist} für diesen- vereinigen sich die 
beiden Fälle 2! und 3., und: eben'so 4; und) 5. in einen einzigen, indem die 
Werthe des ‚von. Kreisbogen abhängigen B einander . gleich 
werden. Ferner. ist für «+ß =0,, so .dafs die erste, Function 
D®, a-+-ß) die Form D(0, =) oder, was dasselbe, ish, ‚D(0,0) erhält, welche, 
wie wir oben gezeigt haben, in die einfachere Function A übergeht , und 


zwar hier in Man hat wenn überdies v in 


+ re) +B, 
und es ist unter der dafs in den 0 
und z liegen: 
1. B=—1(u-+v)’, wenn in den O und z 
wenn. in: den Grenzen 7 
und 27 liegt; 
3. wenn in Gren- 
zen — und 0, liegt. | 


Eine ähnliche Formel erhält man, ‘wenn man in der allgemeinen 
Formel(25)u=v+ß oder setzt, für welche beide Werthe 
der dort angegebene erste: Fall Statt hat;. auch wird für diese beiden 
Werthe O=v und, .es verschwinden deshalb die heiden Elemente der 
letzten Function Do—v,ß+r—u), welche in eine Function 4, übergeht. 
Man erhält hierdurch folgende Formel: 

?7. Dva+ß) = 


sin sin v sinasin f) 


und es ist unter der Voraussetzung, dafs HP, in den Grenzen 
und z liegen, | 
1. wenn in den .0 und 7 liegt; 

2. B=—48—P}; wenn o+a+Bß in den Grenzen 7 und 27 liegt. 
Setzt man in Formel (26) und bemerkt, 
dafs so erhält man 
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und wenn « und u+w in den Grenzen O und liegen, so ist 
‚wenn in den Grenzen O und liegt; 
47, wenn in den Grenzen —r und’ liegt. 
Setzt man in Formel (26) v=0, so kann nur der erste der dort ange- 
gebenen Fälle ‚Statt haben; es ist daher 


wenn « und «-+« in den Grenzen O und liegen. 


Verwandelt man in (28) « in r—a—u und vertauscht in For- 
mel (29) « und x, so erhält man durch Subtraction dieser beiden Glei- 
chungen und durch Addition der unveränderten Formel (29): 

sin u sin 

30. D(u,a) + D(a,u) = +B, 

und wenn « und «+. in den Grenzen O und x liegen, so ist 


wenn. in den Grenzen O und liegt ; 
2. B=—(a—z)u+Y47, wenn u in den Grenzen —z und 0 liegt. 


Subtrahirt man die Formeln (30) und (29) von einander u. vertauscht 
alsdann & und , so erhält man 


und wenn « und uta in den Grenzen 0 und 7 liegen, so ist 
1. = — au—4a’+47’, wenn u in den Grenzen O und 7 liegt; 


2. w wenn in den Grenzen — 
und 0 liegt. | 


Verbindet man eben so die Gleichungen (28) und (30) mit einander, so 
erhält man 


und wenn a und ut in den Grenzen O0 und = liegen, so ist 


2 
B= — (a—7)u— wenn u in den Grenzen — 7 und 
0 liegt. 


Diese fünf Formeln (28 bis 32), von auluhen sich bei m zwei 
finden, aber ohne genaue Bestimmung der Grenzen für die Kreishogen, 


Ba + 1477, wenn den Grenzen O und z liegt; 


pr 
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sind die einfachsten, welche überhaupt Statt haben, indem durch sie die 
Summe oder Differenz zweier Functionen D durch Logarithnen und Kreis- 
bogen ausgedrückt wird. Sie entsprechen auch genau den oben für die 
Function 4(x) gefundenen fünf einfachen Gleichungen, und sie können aus 
diesen eben so abgeleitet werden, wie wir die allgemeine F'ormel (25) aus 
der entsprechenden Formel (2) abgeleitet haben. 

Von vorzüglichem Nutzen für die Theorie der Function D (u, a) ist 
besonders die Formel (30), weil man durch dieselbe alle Veränderungen, 
welche man mit dem einen der beiden Elemente vorgenommen hat, auf das 
andere Element übertragen kann. ae! 

Wir wollen diese einfachen Formeln zunächst wieder dazu benutzen, 
einige specielle Werthe der Function D(w,) zu finden, welche sich durch 
Logarithmen und Kreisbogen ausdrücken lassen. Setzt man in (28) 
—?2u, so erhält man 

D(w—2u) = 7,7”, wenn in den Grenzen O und 47 liegt; 

Dw—2u) = (u—r)— 757, wenn % in den Grenzen 47 und 7 liegt; 
welche beide in folgende zusammengefalst werden können: 
33. D(a,—2a) = a?— 71,7”, wenn « in den Grenzen — 47 und +47 liegt. 
Setzt man in Formel (29) v=r—.2a, so erhält man 

34. = 4(#—2ua)’, wenn in den Grenzen O und 7 liegt. 
Wird endlich in Formel (30) u= «u gesetzt, so erhält man: 

D (a, a) = 4(12 cosa)’— + 7,7’, wenn «in den Grenzen O und 47 und 


D (a,0)=}(12 cos + 757°, wenn inden Grenzen 47 und 


liegt; 
welche beide in folgende zusammengefafst werden können: 
35. 4a’ + 757, wenn in den Grenzen — }z 
bis + 47 liegt. 

Die Formeln, welche nun in Beziehung auf Einfachheit zunächst 
folgen, sind diejenigen, in welchen die Summe oder Differenz zweier Func- 
tionen D(w,«) durch Logarithmen und Kreisbogen und durch die einfachere 
Function A(x) ausgedrückt wird. Da aber die Anzahl dieser Formeln aufser- 
ordentlich grofs ist, so werden wir uns hier darauf beschränken, einige der 
einfachsten herzuleiten. 

Wird in Formel (26) v = u gesetzt, so ist 


36. D(wa)+D(w—a—2u) = +B, 
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und wenn « und ®+« in den Grenzen O und 7 liegen, so ist 
1. B=u’, wenn «+?2% in den Grenzen O und liegt; 
2. wenn «+?2u in den Grenzen und liegt; 
3. B=(u+r)’+(a—7)7, wenn «+ ?2% in den Grenzen —7 
und O liegt. 
Wird ferner in Formel (86) utv=r und —r 
gesetzt, so erhält man: 


37. Diwa)+ = —) + 


sin (u — & 
und es ist, wenn « und #-+« in den Grenzen O0 und 7 liegen, 
1. B=0, wenn —u in den Grenzen O und 7 liegt; 
2: wenn in den Grenzen —7z und O liegt; 
3. B=—(r—a)7 +47, wenn «— u in den Grenzen z und 27 liegt. 


Man kann aus diesen Formeln eine sehr grofse Anzahl ähnlicher 
ableiten, indem man die darin vorkommenden Functionen D mit Hülfe der 
fünf einfachen Gleichungen (28) bis (32) verwandelt, wobei man zugleich, 
wo es zur Vereinfachung zweckmälsig ist, die Function 4 mit verwandeln 
kann. Eine merkwürdige Verwandlung dieser Art erhält man, wenn man 
die Function D(u, —a—2 u) der Formel (36) nach Formel (29) ru 
nämlich : 


38. D(ua)— Diwatu) = 441( — en) +B, 
und wenn & und &+% in den Grenzen O und 7 liegen, so ist 

1. B=}w, wenn «+?2u in den Grenzen O und 7 liegt; 

2. B=![(#— ra, wenn «+?2% in den Grenzen und liegt; 

3. wenn in den Grenzen — rund 0 liegt. 


Vertauscht man in dieser Formel % und «a, und verwandelt die beiden 
Functionen D(«, und D(a,u-+«) nach Formel (30) und die Function 
— sin? « 
(u+ 
ductionen, welche der logarithmische Theil zuläfst:: 


) nach Formel (5), so erhält man, nach den gehörigen Re- 


sin? (u e) sin(u-} «) 
und wenn & und in den Grenzen O und 7 liegen, so ist 
1. 10° — 157°, wenn in den Grenzen und: liegt ; 


2. wenn in den Grenzen = und 27 liegt. 


2 


2 

% 

> 

= 

> 

> 
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Die beiden Formeln (38) und (39) können leicht so verallgemeinert werden, 
dafs in der einen die Differenz D(u, «)— D(u,a-+nu) und in der andern 
D(ua)—D(u+na,a) durch die Function 1, durch Logarithmen und 
Kreisbogen ausgedrückt werden. WVerwandelt man nämlich in (38) nach 
einander « in ua-+2u, 3%, .... a-+(n—1)wu und addirt alle diese 
Gleichungen, so erhält man 

| 40. — D(u,a + nu) 

— sintu \__ sin («+ (k +1) u)\ ? 

und wenn « und % heide in den Grenzen O und 7 liegen unda-+(n +1!) 


in den Grenzen Az und (X +1), woX eine positive ganze Zahl ist, so ist 
1. B= wenn in den Grenzen O und 7, und nu 


in den Grenzen Az und (X -+1)7 liegt; 
2, B= 
und «nu in den Grenzen (A—1)7 und Ar liegt; 


nu? An? 
5 — wenn in den Grenzen O 


3. B= ram EHI", wenn &+% in den Grenzen z und ?, 


und in den Grenzen Az und (A-+1)7 liegt; 


—1)n? 
4: 5 —nur+ 2 


und «+nu in den Grenzen (A—1)7 und Ar liegt. 
Verfährt man eben so mit Gleichung (39), so erhält man 
41. u) 


— sin(u+ (k —1) e) sin (k +1) «@)\? 
= 


2 2 A 2 

wenn « und -+-« in den Grenzen O und z liegen und u+(n-+1)a in 
den Grenzen Az und (X\-+1)r. 


Diese beiden Formeln (40) und (41) gewähren viele sehr interes- 
sante Folgerungen. Setzt man in der ersteren «= 0, so erhält man 


42. Diu,nu) = — 12,4 +42, B, 


‚ wenn «+ % in den Grenzen 7 und ?, 


sin? ku sink u 
und es ist, wenn % in den Grenzen O und 7 liegt und (n-+1)% in den 
Grenzen Az und (A-+1)z: 


4 
e 
| 
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1. B=— wenn nu in den Grenzen Ar und (A+1)z und 


2. B =— +nur — wenn nu in den Grenzen (A—1)7 
und Az liegt 
Eben so giebt Formel (a1), wenn man in derselben u=0 setzt, 


r —1 1 
43. = — ( sin(k —1)«a sin(k-+ +32: 


sin?k« sink« 


2 
wenn « in den Grenzen O und z und (n-+1)« in den Grenzen Az und 
(X+1)7 liegt. 

Nach diesen beiden Formeln (42) und (43) kann man jede Function 
D(u,«a), in welcher das erste Element ein Vielfaches des zweiten, oder 
das zweite Element ein Vielfaches des ersten ist, durch die einfachere 
Function A und Kreisbogen und Logarithmen ausdrücken. Dieses Resul- 
tat aber ist nur ein specieller Fall weit allgemeinerer Resultate, welche 
wir alsbald entwickeln werden. Für jetzt wollen wir aus diesen Formeln 
noch einige interessante, die Function A(x) betreffende Resultate ziehen. 
Nimmt man in (40) «= x.u und nimmt sodann « unendlich klein, so er- 
hält man | 

wenn 1-+x positiv ist. Man kann Kind auch folgende Gestalt geben: 
45. — A—n—1—x) 

Nimmt man x = 0 und verwandelt 4(—%?) nach Formel (1), so erhält mau 

4. 3, Ab = Zılkl(k+1)+ 
ı | 

Diese Formel hat dazu gedient die Richtigkeit der oben berechneten 

Werthe der Function A(x) zu prüfen. Uebrigens kann man diese Formeln 


auch aus den oben gefundenen einfachen Formeln für die Function A(x) 


leicht zusammensetzen. Zwei neue allgemeine Formeln für diese Function, 
welche in denen des zweiten Paragraphen nicht enthalten sind, erhält man 


aber aus (40) und (41), wenn man in jener u= — und in dieser a, =" 


setzt, wo m eine ganze positive Zahl vorstellt, welche kleiner als r sein 


3 
» 
# 
_ 
4 
f 
2 
- 
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soll. Da jedoch die beiden F'ormeln nicht wesentlich von einander ver- 
schieden sind, indem die eine aus der andern sich leicht ableiten läfst, so 
wollen wir nur die erste derselben hier aufstellen, nemlich: 
(k+1)man\? 
47. 5,4 in - S, ) 
sin?( « v sin| « n 


Nimmt man bierin n=2, m=1, so erhält man die bekannte Formel (1) 
$.2. Nimmt man aber für n und m irgend andere bestimmte Werthe, so 
erhält man eine unendliche Anzahl neuer Formeln; z. B. für n = 3, 
m=1 erhält: man 


$. 6. 


Wir kehren nun zur Theorie der Function D(u,«a) zurück; und 
zwar wollen wir jetzt eine merkwürdige Art von Formeln in Betracht 
ziehen, in denen drei Functionen D vorkommen, deren zweite Elemente, 
oder deren erste Elemente unter einander gleich sind, und welche drei von 
einander unabhängige Quantitäten enthalten. Zu diesem Zwecke nehme 
ich die Formel (26), in welcher ich die drei verschiedenen Fälle, wo 
der von Kreisbogen abhängige Theil andere Werthe hat, folgendermaafsen 
vereinige: 

B= 
wenn und +9 in den Grenzen O und 7 liegen. 
Ich verwandle jetzt v — —u—v — (k—1)7 und erhalte so 
A = + v) 


sin(ut+e) \? 
—B', 


wo = +v— (k+1)7)”’ 
wenn a, und in den Grenzen 0 und 7 liegen. 


Vertauscht man in dieser Gleichung % und v, wodurch B‘ in B” 
übergehen soll, und addirt diese bei den Gleichungen, sammt der unverän- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 3. 23 
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derten Gleichung (26), so erhält man 
— sinu sinv — sin u sin (2«+u+v) — sinvsin 
(u+e«) sin +4 sin +4 (= (v+a) sin 
—2D(u,a) +2D(v,a) +D(uwa+v) —u—v) 
+D(v,a+u) +D(-2a-u-v,a+ u) 


sin (ut «) sin 


wenn o+a und in den O und liegen. 
Die letzten 6 Functionen D, sammt den drei logarithmischen Theilen, he- 
ben sich vermöge der Formel (29) vollständig auf; denn nach dieser 


Formel ist 


Dwa+v)+Dw— u—u—v)—4 (1 = 


sin («+ u) 
2 
) =}4w+km), 
sin («+ u)\? 


= — 2. —u—v)’, 
wenn 4, v+a und «+u+v+%r in den Grenzen O und 7 liegen. 
Substituirt man diese Werthe und setzt der Kürze wegen 

sin u | sin v y sin 
sin (u+«) sin(v+ «) sin(«+u+v) 


so erhält man 
49. A—ay)+A— + 
—= 2D(ua)+2D(e,u) +2D(— 2a —u—v,a)+ ©, 
wo C der von Kreisbogen abhängige Theil ist, welcher folgende einfache 
Form annimmt: 
= — — 17° — 

wenn &, u-+o, o+aund «&+u+v+%r in den Grenzen O und 7 liegen. 

Eine F'ormel, welche dieser ähnlich aber minder einfach ist, hat 
Hill in seiner zweiten Abhandlung bewiesen, und hat auf dieselbe ein Ver- 
fahren gegründet, welches mit der Addition, Subtraction, Multiplication und 
Division der elliptischen Integrale einige Aehnlichkeit hat. Hierzu ist je- 
doch eine andere Formel besser geeignet, welche wir sogleich aus dieser 
ableiten werden. Setzt man v=0, so erhält man aus Formel (49) 
wenn « in den Grenzen O und z liegt. Verwandelt man hierin v ina-Fv, 


7 


| 

48 

"77 

273 
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schafft aus dieser und der vorigen Formel I(— 24 —u—v, «) hinweg, und 
setzt aulserdem der Kürze wegen 
sin(uf+v) __ f 
sin(u+-vte) 


so erhält man 
50. Diu+v,a) = D(u, +D(e,a) +44— 12) — xy) 


wenn 4, u+a, v+a und uv+o-+a+%r in den Grenzen O und 7 liegen. 
Bezeichnet man den Theil dieser Formel, welcher die vier Functionen 4 
und den Kreisbogen « enthält, durch 7'(w, v, «), so läfst sich die Formel (50) 
einfacher so darstellen : 

D(u-+v,a) = D(v,a) + T (u, v, 0) 


= D(u+v, — T(u,v, a). 
Dies ist dieselbe Form, welche die Fundamentalgleichungen der elliptischen 
Integrale der zweiten und dritten Art haben, nur mit dem Unterschiede, 
dafs dort der hinzuzufügende Theil algebraisch oder durch Logarithmen 
und Kreisbogen bestimmbar ist, während er hier selbst wieder transcendent 
ist, aber nur die einfachere Transcendente f enthält. Einfacher als die 
entsprechenden Gleichungen für die elliptischen Integrale ist diese aber 
darin, dafs das erste Element derjenigen Function, in welche die Summe 
der beiden anderen verwandelt wird, hier die blofse Summe der beiden 
ersten Elemente jener Eunctionen ist, während dasselbe Element bei den 
elliptischen Integralen einen weit complicirteren Ausdruck hat. Vermöge 
der Formel (50) kann man also mit der Function D(u,«) dieselben Ope- 
rationen der Addition, Subtraction, Multiplication und Division vornehmen, 
wie bei den elliptischen Integralen. Man kann also zunächst eine jede 
beliebige Summe solcher Functionen, welche alle dasselbe zweite Element 
haben, in eine einzige Function verwandeln; z. B. für die Summe dreier 
Functionen hat man 
51, + D(v,a) + D(w,«) 
= Du+v+w, a) — T(u,v-+w, u) — T(u, w, u). 
Die Subtraction dieser Functionen ist nicht wesentlich verschieden von der 
Addition. Setzt man nämlich «—v statt w in Formel (50), so hat man 
52. Diwa)— = D(iu—v, «) + T(u—v,v, 0). 
Die allgemeine Formel für die Multiplication dieser Function erhält man 


oder 


| 
| 
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sogleich, wenn man in Formel (50) nach einander v=u, u, 34, .... 
(n—1)u setzt und die so erhaltenen Gleichungen summirt, nemlich 
53. nD(u,«) 

D (nu, «) — T(u, u, «) — T (u, 2u, — .... — T(uw,(n—1)u, 
Setzt man hierin — statt u, so hat man zugleich die allgemeine Formel 
für die Division: 

54. 


n 
Setzt man hierin wieder mu statt « und verwandelt D(mu,«) nach For- 


mel (53) in m» D(u,«), so erhält man 
5 


n 


— (Tu, u, + 2u,0) + ....+ Tu, (m—1)u, 


welche Formel die Multiplication und Division dieser Function zugleich 
enthält. Wir übergehen hier, um diese Abhandlung nicht zu weit auszu- 
dehnen, die interessanten besonderen Fälle, welche in diesen Formeln ent- 
halten sind, und wollen nur einige allgemeine Folgerungen aus denselben 
ziehen. Nimmt man in Formel (55) w=7, so verschwindet D(7z, a), und 


man hat die Function D(*7, «); ausgedrückt durch die Functionen 4. 


Nach Formel (30) kann man ferner diese Function in D(o, ”") verwan- 


dein, so dafs eben sowohl D(a, ”) durch die Function A ausgedrückt 


werden kann. Setzt man ferner in Formel (55) u=u, so ist, wie wir 
oben gefunden haben, D(a,«) =4(l2cosa)’ — 4a’ + man erhält da- 


her D(?“, a), ausgedrückt durch die einfachere Function A. Falst man 


3 diese Resultate zusammen, so zeigt sich, dafs die Function D(uw, «) sich 
5 in ein Aggregat mehrer einfacher Functionen A(x) zerlegen läfst, wenn 
eines der beiden Elemente ein rationales Verhältnifs zur Zahl hat, oder 
wenn beide Elemente ein rationales Verhältnifs zu einander haben. Der 
Theil 7'(,v, a), welcher vier Functionen A enthält, kann nach den $. 2. 
gefundenen Formeln in mannigfache Formen gebracht werden: namentlich 


= 
| 
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können die vier Fiunctionen A, welche er enthält, allemal auf drei reducirt 
werden. Wir übergehen aber der Kürze wegen diese Umformungen. 

Zu der allgemeinen Formel (50), auf welche sich die Addition, 
Subtraetion, Multiplication und Division der Function D(u, «) gründet, 
giebt es noch eine andere, entsprechende, in welcher die drei Functionen 
dasselbe erste Element haben, und vermöge welcher man dieselben Ver- 
änderungen, welche hier mit dem ersten Elemente vorgenommen worden 
sind, auch in Beziehung auf das zweite Element ausführen kann. Diese 
entsprechende Formel findet man sogleich durch Anwendung der Formel (30). 
Verwandelt man nämlich alle drei Functionen D(u-+v,o), D(w,«) und 
D(v,a) nach dieser Formel, und die vier F'unctionen A nach Formel (5), 
und verwandelt sodann die Buchstaben « in z, a in a, v in ß, so erhält 
man, nach gehöriger Vereinfachung, wenn der Kürze halber gesetzt wird 

sin u sin u sin u . 

5. Diwa+ß) = Diua)+ + 


woC, der von Kreisbogen abhängige Theil, unter der Voraussetzung, dals u, £, 
a+a+ß in den Grenzen O und 7 liegen, folgende acht verschiedeneWerthe hat: 


I. Wenn «-Hß in den Grenzen 0 und 7 liegt. 

=0(0, wenn in den Grenzen O und in den Gren- 
zen O und 7 ist. 

2. C=ro, wenn u+o in den Grenzen —z und 0, «+ß in den 
Grenzen O und 7 liegt. 

3. C=rß, wenn u+u in den Grenzen O und 7, «+Pß in den Gren- 
zen —z und O liegt. | 

4. C=—r(#—a—P), wenn in den Grenzen —7z und 0, 
in den Grenzen — 7 und 0 ist. 


I. Wenn &+Pß in den Grenzen z und ?7 liegt. 

1. C=0, wenn @+« in den Grenzen — 7 und 0, 9-+ß in den Gren- 
zen — z und O liegt. 

2. C=r(#—ua), wenn u+u in den Grenzen O und 7, v+2 in den 
Grenzen —z und 0 liegt. | 

3. C=r(r—P), wenn in den Grenzen — 7 und 0, v+ß in 
den Grenzen O und 7 liegt. 


1 
7: 
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A 


214 12. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 


4. C=—z(a+ß—r), wenn u-+« in den Grenzen O und #,0v+ß 
in den Grenzen O und 7 liegt. | 
Vermittelst dieser Formel, welche, in sehr complieirter Form und ohne ge- 
naue Bestimmung des von Kreishogen abhängigen Theiles, sich ebenfalls 
in Hill’s Abhandlung findet, kann man jede beliebige Anzahl. von Functio- 
nen D, deren erste Elemente alle gleich sind, so summiren, dafs sie durch 
eine solche Function ausgedrückt werden; mit Hinzufügung eines von der 
einfachen Transcendente A(x) abhängigen Theiles; oder man kann 
D(u,0) + Du) +Dwy)+.... 

durch eine eiuzige Function D und mehrere Functionen A ausdrücken. 


Ferner kann man die Function D(u, ”°) durch die Function D(uw, «) und 


durch Functionen A ausdrücken. Eine nähere Entwickelung dieser Ope- 
rationen aber, welche aufserordentlich leicht und einfach sind, übergehen wir. 
Man kann auch die hier gefundenen Resultate benutzen, um daraus 
neue Eigenschaften der einfachen Function A(x) abzuleiten. Um hiervon 
ein Beispiel zu geben, wollen wir in der Formel (51) « und v vertauschen 
und sie dann von dieser abziehen, dies giekt: 
Tuv+wa)+ (v,w,c) = T(owu+w,a)+ T(u,w,«). 
Diese Gleichung, gehörig entwickelt und vereinfacht, giebt eine neue For- 
mel für die Function 4, welche zwölf dieser Transcendenten enthält, aber 
allgemeiner ist als die in $.2. gefundenen, da sie vier von einander un- 
abhängige Gröfsen a, v, w und « enthält, während die oben entwickelten 
Formeln nur zwei unabhängige Gröfsen enthalten. 


$. 7. 


Nachdem wir nun die Formeln aufgestellt haben, welche die ein- 
fachsten Eigenschaften der Function D(w, «) ausdrücken, wollen wir noch 
die einfachsten Reihen-Entwickelungen angeben, welche zur numerischen 
Berechnung dieser Function dienen. 

Setzen wir, wie wir schon oben thaten, 


sin u sin« 
== — r=- 
oder sin (ut «)’ sin(uf«) ’ 
x sin 


so giebt die (heilweise Integration: 
D(u,a) = Ix Ir— 
A x 


3. 


12. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 215 


und wenn statt /r = 41(1— 2x cosa + x?) die bekannte Reihen- Entwicklung 
genommen und integrirt wird, 


x x? c0os?« 
in den Grenzen uv=—4a bis u = Rn wenn « in den Grenzen 0 


und 7 liegt. 
Verwandelt man in ar —u—o, wodurch x in übergeht, und 


formt sodann D(— u— a, «) nach F'ormel (28) in D(w, «) um, so erhält man 
585. = B+ lelr + 


2° 
und wenn « in den Grenzen O und 7 liegt, ist 
B= vnu= bis —4a. 
Vertauscht man in diesen beiden Reihen- Entwickelungen # und a, wodurch 
x in r übergeht, und verwandelt alsdann wieder die Function D(«, «) 


nach Formel (30) in D(w, «), so erhält man 
Wenn « in den Grenzen O und 47 liegt, so ist 
1. B= in den Grenzen his uv=r — %u; 
wenn aber « in den Grenzen 47 und 7 liegt, so ist 
2. B= — in den Grenzen v= — (?a—r) bis u—0. 
Man erhält für 
2 3 


1. B=— ou +17”, wenn in den GrenzenO und $7 und 


uf in den Grenzen z—a und 7 liegt; oder wenn « in den 
Grenzen 47 bis 7, und u+« in den Grenzen & und 7 ist; 


2. B= u 47°, wenn « in den Grenzen O und 


37 und @-+« in den Grenzen O und «, oder wenn & in den Gren- 
zen 37 und 7, und + in den Grenzen O und 7—« liegt. 
Setzt man in (57) und (58) r—a—u statt «, wodurch & in — übergeht 
und verwandelt D(u,— a — u) nach Formel (29) in D(w,«), so erhält man: 
61. = 


xcos(« tu) z2cos?2(a+u) , x°cos3(c+u) 


. 
| 
| 
x 
= 
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wenn « in den Grenzen O und 47 liegt und «+« in den Grenzen O und 
2a; oder wenn « in den Grenzen 47 und 7 liegt und u-+« in den Gren- 
zen bis z. Ferner für 


1. B=—uu—}0° +47, wenn « in den Grenzen O0 und 47 und 
u+to in den Grenzen 2% und 7 liegt; 

2. B=—(a-—m) u_ Er, wenn «& in den Grenzen 47 und 


z, und «-+« in den Grenzen O und 24 — 7 liegt. 
Die hier gegebenen sechs Reihen-Entwickelungen, von welchen man für 
jeden besonderen Fall die am besten convergirende zur Berechnung wählen 
kann, reichen zur Berechnung der Function D(w,«) vollständig aus. 


$. 8. 


Nachdem wir nun die Grundformeln der Function D(w,«) entwickelt 
haben, wenden wir uns zu einer ähnlichen Behandlung des andern loga- 
rithmischen Integrals der zweiten Ordnung 

!(+x)sin« dx 

Die Eigenschaften dieser Function sind grofsentheils denen der Function 
D(x,«) sehr ähnlich, und lassen sich ganz nach denselben Methoden ent- 
wickeln. Im Ganzen ist jedoch die Theorie der Function E(z,«) bei 
weitem einfacher; welches schon daraus hervorgeht, dafs sie sich durch 
andere Functionen derselben Art ausdrücken läfst, in welchen das Ele- 
ment x den bestimmten Werth 2 —=—-1 hat; welche also nur von einem 
einzigen Elemente abhängig sind. Auch dadurch wird die Behandlung die- 
ser Function leichter und angenehmer, dafs in den Formeln keine Kreis- 
bogen vorkommen, die für die Function D(x,«) so viele Weitläuftigkeiten 
verursachen. Ferner wird diese Function in keinem Falle unendlich grofs, 
sondern bleibt immer continuirlich, selbst wenn x unendlich grofs wird, 
so dafs auch die Distinetionen der verschiedenen Intervalle, innerhalb deren 
die Continuität Statt hat, hier wegfallen. Schon hieraus kann man erkennen, 
dafs in den Formeln auch keine Logarithmen vorkommen werden; denn 
diese würden für bestimmte Werthe der Variabeln unendlich werden; wel- 
ches der Natur der Function E(z,«) zuwider ist. Aus der Definition fol- 
gen zunächst wieder folgende Eigenschaften: | | 


® 
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sinu 


geseizt und E(— aka)? a) einfach durch E (u,«) 


bezeichnet wird, wie wir schon oben gethan haben, 
E(wa+kr)=E(uo); 
E (u,0) = 0. 
Ferner ist das vollständige Differenzial der Function E (x, «) 


d.E(x,a) = tang + 2x2cosa + x’) do, 


— sinı 
oder, wenn 


oder, wenn 


gesetzt wird, 

dE (ua), du „)da. 
Nach. diesen Vorbereitungen können wir nun, genau denselben Gang 
verfolgend, welchen wir’ für die Entwiekelung der Eigenschaften der 
Function. D(&,«) gewählt haben, zunächst wieder in in nu 
verwandeln und das Integral £(— x", na) iu seine einfachen Bestandtheile 
zerlegen. Hierdurch wird 


E(—2",na) = 1— 22" cosna@ + 


und da sich die rationale Fiunetion unter dem Integrationszeichen. hekannt- 
lich folgendermaafsen in Partialbrüche zerlegen läfst: 


sin(a 

nc"-isinn« 
+ 1— 22 eos(e 


so erhält man durch Belang der Integration m einzelnen Theile 
sogleich | 


Verwandelt man in so 'erhält man daraus 


Setzt aan ferner in Integrale E(e, a), statt | bleibt dasselbe 
völlig ungeändert ; "woraus die einfache Formel hervorgeht et 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 3. 29 
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Dies sind diejenigen Eigenschaften der Function X (x, «), ‘welche sich 
unter dieser Form am einfachsten darstellen lassen. Für die Entwickelung 
der übrigen werden wir von der Form E (uw, «) Gebrauch machen und 


auch hier dieselben Methoden wie oben für die Function D(w, «) an- 
wenden. Wir seizen deshalb auch hier in der für die Function A(x) ge- 


fundenen allgemeinen Formel (2) ze“ statt und yefi statt y, 1—xe" 


—= re“ und 1—ye= pe“ und zerlegen die imaginären Functionen 4 in 
ihre realen und imaginären Theile, von welchen wir hier nur die letzteren 
in Betracht ziehen und welche 


E(— xy, 
= E(—xz,«.) + E(—y,ß) at+u—v)+E P+r—u)+L 
geben, wo Z wieder der von Logarithmen und Kreisbogen abhängige Theil 
ist, oder vielmehr der Theil der Formel, welcher Logarithmen und Kreis- 


bogen enthalten kann, von welchem wir aber sogleich zeigen werden, dafs 


er weder die einen, noch die anderen enthält. Wird jetzt wieder der Hülfs- 
winkel ® eingeführt, welcher durch die Gleichung 
sin u sinv 
tangp = sin (uf «) sin(v+ 8) — sinu sinv eos(@a+ 2) 
bestimmt ist, so hat man, eben so wie oben, 


sin(a+& +)’ sin(u+ «)’ sin(v+ 
-—Sinpy—u) , yr_ —sin(—v) 
r 


und wenn man diese Werthe substituirt und von der einfacheren Art der 
Bezeichnung Gebrauch macht, 
= 

E(u, a) + ß) + + u) + L. 

Um nun Z zu bestimmen, werden wir diese Formel differenzüren, wobei 
die Grenzen, innerhalb deren «a, , ß, v liegen, vollkommen gleichgültig 
sind, da das Differenzial von E(u, «) keine Kreisbogen enthält. Ferner 
würde es hier auch ganz überflüssig sein, in Beziehung auf alle vier un- 
abhängige Variabeln zugleich, die Differenziation auszuführen, wie wir es 
oben für die Function D(w, «) gethan haben; denn es reicht hier vollstän- 
dig hin, nur eine dieser Gröfsen, als welche ich % nehme, als veränderlich 
zu betrachten. Wird die Differenziation in Beziehung auf u ausgeführt, 
so erhält man i 
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in(&+u—v) sin sin 


Die Glieder dieser Gleichung, welche dD enthalten, verschwinden für ri 


und eben so die Glieder, welche dw enthalten; es bleibt also nur dh = 


oder es ist Z von % unabhängig. Hieraus folgt zugleich, dafs Z in 
von v unabhängig sein mufs; denn man kann in der obigen Formel % und v 
mit einander vertauschen, wenn zugleich « und ß vertauscht werden, ohne 


dafs diese Formel sich ändert. Da also Z von « und von v unabhängig 


ist, so setze ich u=0 und v=0, wodurch zugleich ©=0 wird, und 
da dann alle Glieder der Formel verschwinden, so ist L=0, und diese 
Bestimmung der Constante mufs für alle beliebigen Werthe der Variabeln 


gelten, weil unter keiner Bedingung in der Formel eine Discontinuität 
Statt findet. Es ist also 


65. E(®d,a+P) 
= vo) + EP —v,ß+u—v), 


sin u sinv sin f) 
sin (ut sin(v + f) — sin u sin v cos («+ ' 
Aus dieser allgemeinen Formel leiten wir nun wieder die speciellern For- 
meln her. Setzt man +ß=0, wodurch ®= 0, so erhält man 
66. = Eiw,a)+ E—v,a+tu-+o): 
setzt maı aber v=ß-+v, wodurch P=v, so erhält man 
67. Ewa+ß) = Ew+ß, 0) +EwP)+ E—B,a+P). 

Diese beiden Formeln entsprechen den für die Function D(w,«) gefunde- 
nen Formeln (26) und (27). Aus ihnen erhält man leicht auch die den fünf 
einfachen Gleichungen (28) bis (32) entsprechenden Ausdrücke: 

68. E(u,o) = E(—u—u,o), 

69. = E(w—u—u), 

70. E(u,ua) = E(a,u), 

711. Ewa) = Ew—u—o), 

72. E(ua) = E(—-u—u,u). 

Die erste dieser fünf Formeln erhält man aus (66), wenn man 
v=—ua—u nimmt; die zweite, wenn man v—0 nimmt; und die übrigen 
drei entstehen aus der Verbindung der beiden ersten. Die merkwürdigste 
dieser Formeln ist die dritte, welche zeigt, dafs man die beiden Elemente 
der Function EZ (u,«) unter einander vertauschen kann. Diese Eigenschaft 
29 % 


wenn tang® = 


4 
| 
y 
| 


220 12. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln: 


kann man aber auch sogleich an dem oben gegebenen vollständigen Dif- 
ferenziale der Function E (uw, «) erkennen. Zu den übrigen Formeln für 
die Function D(w,«), namentlich zu denen des $. 6., auf welchen die 
Addition, Subtraction, Multiplication und Division dieser Function beruhet, 
giebt es keine entsprechenden Formeln für die Function E (w,a). Da- 
für hat aber diese Function eine eigenthümliche Formel, welche mehr lei- 
stet als alle jene zusammen. Man erhält dieselbe indem man in (65) setzt: 


a+ß) 
Na aber nach Gleichung (69) und (71) 
— — 2E (4P,1a), so hat man, wenn man « in 24 und ß in 


73. 2E(u,o) 
= — B,2P) —E(ir — a—P,2a+2P). 
Diese Formel ist wesentlich dieselbe, welche wir schon zu Ende des $. 1. 
gegeben haben; sie zeigt nämlich die Zerlegung der von zwei Elementen 
abhängigen Function in Functionen derselben Art, welche nur von einem 


wird, nämlich: 


Elemente abhängig sind. Die Function EZ, ) ist nämlich dieselbe, 


welche nach der andern Art der Bezeichnung dargestellt wird als & (—1,«), 
und da sie nur von einem Elemente abhängig ist, so wollen wir sie in dem 
Folgenden einfach durch E’(«a) bezeichnen, so dafs 
1—2xcose+x?' 
Dieselbe Function kann auch, wie wir schon -oben gefunden haben, definirt 
werden als 


E'(o) = — da, 


in welcher Form sie häufig vorkommt, so dafs Clausen die Mühe über- 

nommen hat, eine Tafel derselben zu berechnen, welche sich im gegen- 

wärtigen Journale Bd. VII. pag. 298 abgedruckt findet, Die Eigenschaften 

dieser Function, welche unmittelbar aus der Definition folgen, sind: 
E(—a) = —E'(a); E'(a+?2kr) =E(a); Eka)=0. 

Um die anderen Eigenschaften zu finden, können wir in den bereits ent- 
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wickelten Formeln die Functionen E(w,«) durch ‚diese einfache Function 
E(«) ausdrücken nach der Formel: 

4. 2E(ua) = 
Wird dies zunächst bei der allgemeinen Formel (65) ausgeführt, so er- 


hält man: 
75. — 
= E'(2u) + E’(2u) — E’(2u+2e) +E’(?v) + 
+ E'(29—2u) + E’(2u + — (20 + — 20) + 
+E(2ß-+20 —2u) —E (29% +2B — 2u), 

sin u sinv sin (@+- 


wenn tang ?= sin (ut sin (v-+ f) — sin u sin v cos («+ 
Diese Formel ist zwar an sich merkwürdig genug, aber sie enihält zu viele 
solche Functionen um practisch brauchbar zu sein; auch enthält sie, ob- 
gleich sie sehr allgemein ist, nur wenig interessante specielle Fälle; die 
meisten besonderen Bestimmungen einer oder mehrerer der vier unabhängigen 
Gröfsen u, v, a, ß, welche die Formel vereinfachen sollen, machen sie 
rein identisch. Ein specieller Fall, welcher der Erwähnung werth ist, ist 
der, welchen man erhält, wenn man « = ß und u = v setzt, nemlich: 
76. (4a) +2E (?u+2o) 
—4E —2W)— (?u) = 0, 


wenn tang® = 2sin?ucosa _ 


Die specielleren Formeln (66) bis (72) geben alle nur identische Gleichun- 
gen, wenn man in ihnen die von zwei Elementen abhängigen Functionen 
ausdrückt. Eine wichtige allgemeine Formel aber erhält man unmittelbar 
aus Formel (62), weun man nimmt, wodurch E(— x,«) in E’(«) 


übergeht, nemlich 


deren specielle Fälle für n=?2, 3, 4, folgende sind: 

E'(2a) = 2E’(a) + ?2E'(a+m), 

E'(30) = 3E’(a)+3E'(a +3Elatim, 

E’(4a) = 4E’(a)+4E'(a +47) +4E(a+ 37). 

Dies sind bekannte Kigenschaften dieser Function. Man kann aber 

aueh aus Formel (62) eine allgemeinere Formel ähnlicher Art ableiten, 
welche zwei unabhängige Gröfsen enthält. Da nämlich die Function E (x, «) 
nieht nur für e—=—1, sondern auch für jeden beliebigen Werth des x 


4 
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sich durch die einfache Function E(«) ausdrücken läfst, so darf man nur 
diese Verwandlung allgemein ausführen, um die gesuchte Formel zu er- 
sin w 


halten. Zu diesem Zwecke setze ich x = ati) und bestimme die 
Gröfsen w;, SO, dafs im Allgemeinen 
sin w sin (1x) 
sin(w «) sin 
sin y 


aufserdem setze ich — sin(w-na) 


v=vtw+tw+...+w,-, ist. Ich behalte aber der Kürze wegen 
für diese Summe das Zeichen % bei und habe so die Gleichung (62) unter 
fo'gender Form: 


j woraus man leicht zeigen kann, dafs 


n—1 
Werden jetzt die Functionen E(Y,na) und E zerlegt nach 
der Formel 2E(u,o) = E(2u) + E(20)— E(2u+2«), so erhält man: 
E'Qy) + = 


n—1 n—1 


0 
Diese Formel läfst sich noch vereinfachen; denn aus (77) folgt dafs 
(2a — E‘(2na) 


wenn n ungerade, dafs aber dieselbe Summe gleich 4E (na), wenn » grade 
ist. Man hat daher 
78. E’(2y+2na) 


n—1 n—1 
nZ,E Qw)—nZuE +20 +), 


wenn n ungerade ist, und 
79 E'Q2 — + Ina) + 2E’(Ina)—4E'(n«) 


n—1 


wenn grade ist. 


Es ist leicht zu übersehen, dafs es auch für die Function E’(«) mehrere. 
ja unendlich viele ähnliche Formeln giebt; denn da es für die Function A(x) 
unendlich viele Formeln giebt, und da jede derselben eine entsprechende 
Formel für die Function E (u, «) gewährt, diese aber wieder auf die ein- 
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fache Function E(«) reducirt wird, so kann man auch für diese eine un- 
endliche Anzahl von F'ormeln finden. Da aber die anderen auf diese Weise 
zu findenden F'ormeln zu complicirt sein würden, so übergehen wir dieselben. 


$. 9. 


Die einfachen Reihen-Entwickelungen der Functionen £ (u, «) und 
E (a), welche wir hier noch kurz angeben wollen, haben zwar für die 
numerische Berechnung derselben nur geringen Werth, da E(u,«) immer 
durch E (a) einfach ausgedrückt werden kann, für welche letztere Function, 
wie wir schon oben bemerkt haben, eine vollständige Tafel vorhanden ist : 
in theoretischer Beziehung aber haben sie denselben Werth als die Reihen- 


Entwickelungen der Function D (u, a), mit welchen sie sehr grofse Aehn- 


lichkeit haben. 
5 ei sın u 
Setzt man wieder 1— re” = re“, wodurch x = ee 


sin« 
1— x cosa 


E(u,a) = —/ Ic) du, 
und daher, durch theilweise Integration: 


E(u,a) = —ule + fu.“2. 


Entwickelt man aber den Kreisbogen u =arc tang ;— 


sin & 


sin(u- «@) 


‚„tangu = wird, so hat man 


— nach Poten- 


zen von x, und integrirt, so hat man: 


80. E (u,c) = — ulc + FE er... 


wenn « in den Grenzen O und z und u-+-« in den Grenzen 4& und 4(7-+u) liegt. 


Setzt man r—u—u statt u, so wird E(—u—a,a)=E (u, «) nach 


Formel (68), und x geht über in = man erhält also: 
sind 


81. Ewa =("—u—a)lc+ + \ +...) 


wenn « in den Grenzen O und 7, u-+« in den Grenzen 4(7-+«) und 7+ 4 liegt. 


Vertauscht man in diesen beiden Formeln % und a, wodurch x in » 
übergeht und E (w,«) ungeändert bleibt, so hat man: 


82. E (u, 0) = —alr + 


wenn « m den Grenzen O und 7, und u-+« in den Grenzen « und 7 — u, 


x 
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wenn a in den Grenzen O und 47, in den Grenzen 
oder wenn « in den Grenzen 47 und 7, u+a in den Grenzen « und 
27 liegt. 

Verwandelt man ferner in Formel (80) « in r—a—u, wodurch x 


übergeht in —_- ‚und E(w —u-—a) in E(u,a), so hat man: 


84. E (u, 
x xsin(uta) sin2(u-+ «) x>sin3(u+ «) 
= — —( 1?.r? + 3, —..) 


wenn in den Grenzen O0 und 47, in den Grenzen O 2a, oder 
wenn & in den Grenzen 47 und 7, u-+« in den Grenzen 2«— 7 und z liegt. 
Vertauscht man hierin wieder % und a, so hat man endlich: 
85 E(w 0) 


32,23 
wenn & in den Grenzen O und 37, u+u in den Grenzen 24 und z, oder 
wenn « in den Grenzen 47 und z, u-+« in den Grenzen O und ?«—7 liegt. 


Hieraus erhält man ferner die Reihen-Eutwickelungen für die ein- 
fache Function E (a), wenn man u = 4(7—.g) seizt, wodurch = +1 
und r = 2sin}«a wird, nemlich: | 


87. = 


wenn «& in den ac — 17 und + a und 
8. = 


cos4}« sin «@ cos} 


wenn & in den Grenzen 47 bis 37 liegt. 


Für diese einfache Function E(«w) erhält man auch leicht eine 
zur numerischen Berechnung brauchbarere Entwickelung aus der bekanu- 


ten Reihe 
B,a* 
Reina) = la 755 
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in welcher =4, 34, = die Bernoullischen Zahlen sind. 


Multiplicirt man- diese Reihe mit da und integrirt, so erhält man 


B,«®° 
89. = 123445 F12345007 


Verwandelt man hier wieder « in 2a, so erhält man die Entwickelung 
von E’(2«) und vermöge der Formel = 2E'(a)+2E' (+7), 
welche auch dargestellt werden kann durch E’(2u)=2E’(a)—?2E'(„—a), 


erhält man die Entwickelung von E’(r—«), nämlich 


= 1.2.2.3 1.2.3.4.4.5 1.2.3456.67 


Diese beiden Reihen-Entwickelungen stimmen im Wesentlichen mit denen 
überein, welche Clausen zur Berechnung dieser Function angewendet hat. 
Wendet man die erstere in dem Intervalle «= 0 bis an, so con- 
vergirt sie im ungünstigsten Falle, wo « dem Werthe 37 sehr nahe liegt, 
immer noch so gut, dafs jedes folgende Glied kleiner ist als der neunte 
Theil des vorhergehenden. Für das Intervall 37 bis z wird man aber 
die zweite Reihe anwenden, welche im ungünstigsten Falle, wo « dem 
Werthe 4 sehr nahe liegt, ebenfalls so gut convergirt, dafs jedes folgende 
Glied kleiner ist als der neunte Theil des vorhergehenden. Die von 
Clausen augewendeten Reihen aber sind durch Absonderung gewisser lo- 
garithmischer Theile noch bei weitem besser convergirend gemacht. 
(Der Schlufs folgt.) 


Crelle’s Joumal d. M. Bd. XXI. Aft. 3. 30 
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13. 
Nota ad theoriam eliminationis pertinens. 
(Auct. Richelot, prof. math. Regiom.) 


N atura aequationis finalis, quae ex duabus aequationibus algebraieis inter 
duas quantitates incognitas, altera eliminata, provenit, iam dudum geome- 
trarum attentione digna habita est; quam ob rem, quod simplices eius pro- 
prietates, quas in sequentibus exponemus, adhuc latuisse videntur, miramur. 
Datae sint duae, functiones rationales integrae fi et £& variabilis y, 
quae secundum ipsius y potestales evolutae, his gaudeant formis 
= my” 4 
lam sit: X=0 genuina aequatio finalis inter coefficientes a’ et a’, quae 
ex aequationibus i—=0 et &—=0, quantitate eliminata, prodit. Quam 
aequalionem inveniendi methodi diversae a geometris adhibentur, ex quarum 
numero eius, quae a clarissimo Sylvester in diario „Z’he London and Edin- 
burgh philosophical magazine and journal of science” nuper exposita est, 
mentionem faciendi hanc occasionem haud praetermitiere velim. Ibi illius 
eliminationis problema redueitur ad problema eliminationis (m +r—1) quau- 
titalum ex sysiemate (m--n) aequationum linearium. Multiplicata enim 
aequatione = 0, ex orline per y”', .... nec non aequatione : 
f; = 0, ex ordine per y”', .... y’ adipiscimur systema (m--n) aequa- 
tionum linearium inter quantitates y”t"?, .... y’, quarum (m+n—1) 
prioribus eliminatis, aequatio inter coefficientes a’ et a‘ prodit. Quae elimi- 
natio facillime ita instituitur, ut determinantem harum (m-+n) aequationum 
linearium ponamus —=0. Determinans vero, cum quantitales a’ et a“ in 
aequationibus ipsae tantum lineariter involvantur, et quantitates @’ in n, nec 
non quanlitates a’ in m ceteris aequalionibus solis reperiantur, respectu 
illarum dimensionis ntae est, respecluque harum mtae. Unde concluditur, 
eam positam —= (0), esse quaesitam illam aequationem finalem X= 0, quae 
omni factore superflua ceareat. Notissima enim est proprietas ab Kulero 
inventa aequationis X = 0, quod eius dimensio respectu quantitatum «’, est 
—=n, alque respectu quantitatum a’, = m, ila ut quaeque funclio integra 
evanescens, inter quantitates a’ et a’, has dimensiones quadrans, pro ge- 
nuina aequatione finali habenda sit. 
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Sed adhuc aliam methodum veterem ab Kulero anno 1764 in Actis 
Acad. Ber. propositam, illam aequationem A = O0 inveniendi, in medium pro- 
feramus, cui disquisiiiones sequentes superstruamus. 

Nimirum sint 7, et #7, functiones rationales integrae argumenti y, 
aliera (n—1)ti, altera (m —1)ti ordinis, quarum (m-+ n) coeflicientes po- 
testatum ipsius y eo deierminenlur, ut in expressione: 


(m-+n) coefficientes potestatum : 


una qualibet excepta, quae unitali aequalis ponatur, evanescant. Iam inde 
oriuntur (m-Hn) aequationes lineares ad determinationem (m coefficien- 
tium illarum sufficienies. Qualiscunque excepta una illa coefficiens fuit, 
semper omnibus expressionibus coefficientium, quae ex aequationibus lineari- 
bus illis emanant, idem erit denominator, nimirum harum aequationum linea- 
rium determinans. Quae determinans sit A. lam igitur habeamus: 


3. + 'A.y”. 

Quae aequatio docet, fore: A=0, si habeatur =0. vero 
expressio A respectu quantitatum est ntae et respeciu quantitatum 
mtae dimensionis, id quod eo patet, quod in (m-Fn) aequationibus linea- 
ribus quantitates a’ lineariter ut coefficientes apud n singulas coefficientes 
determinandas functionis 7,, atque quantitatis «‘ lineariter ut coefficientes 
apud m ceieras constantes functionis 7, proveniunt. Quibus collectis se- 
quitur aequationem A= quaesitam esse finalem genuinam A = 0. 

Ex antecedentibus sponte prodit, cum g‘” et g” sint functiones ra- 
tionales integrae quanlitatum a’, a‘ et y, semper dari tales functiones multi- 
plicatrices integras respectu quantitatum a’, a’ et y, alteram (n—1)ti, alte- 
ram (m—1)ti ordinis, quibus adhibitis fit generaliter 

ubi numerus % numerum m» -+n—1 haud superat. Quibus positis problema 
nobis ponamus, inquirere, quomodo valores factorum eg“, ge”, atque ipsius y, 
si simul fiat , =0 et % =0, a functione X pendeant. 

Quem ad finem aequationem identicam (4.) secundum quantitatem «,, 
ubi » quilibet numerorum 


unde, posito 


sequitur, fore: 


30 * 
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q 
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0, 1, .... m 
est, differenliare placet, quo facto habebimus 


sive cum sit 

af, 

pro talibus valoribus ipsius y, qui utrique aequatine: k=0 et 0, 


Prorsus eodem modo, iisdem suppositionibus valentibus, invenitur haec formula: 
6. 
ubi » numerus quilibet est numerorum 
1, 


Inde sequitur, posito A=x, valores functionum multiplicatriecium, pro iis 
valoribus ipsius y, qui utrique aequationi / et =0 satisfaciunt, fore: 


(5) 
dX dX dX 


(2%) — (2%) = (2% 


Si vero index % numeros m vel n superat, expressiones valorum functio- 
num multiplicatricium minus simplici forma gaudent. Quas antequam expo- 
namus, ex aequationibus (5) et (6) derivare licet has relationes : 


quae hoc iheorema praebent : 

„Differentialia partialia eius functionis rationalis integrae, quae po- 
„sita =0 aequatio finalis duarum aequalionum datarum est, secundum 
„coefficientes potestatum ipsius y in altera utra aequalione, erunt ut potesta- 
„tes cohaerentes radicis utrique aequationi satisfacientis.” 

Qualiscungue vero numerus A est ex numeris: 

0, 1, ... m+n—1, 
semper numeri #, vel ex serie | 


sive 


8. 


0, 1, mM 


$ 
m 
% 
= 
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eligi possunt tales, ut fiat A—u<n, vel ex serie 


0, 1, 
ut fiat —n<Zm; unde concludimus ex aequationibus (5), (6) et (8) fore: 
dX\/dX dX\/dX 
(2) 


ubi numerus % numerum --n—1 haud superat, nec non in illa A—u Zn, 
in bae sumatur, necesse est. 
Generaliores adhuc formulae similiter inveniuntur hae: 


dX 


ubi in illa A—u +A<n, inhae esse debet. Si denique 
est, etiam habemus hanc formulam : 


© X dX 
d a, ) F 2 


nec non, si a—u+NSn est, hanc: 


(4 ( dXxX ) 
da, / \d 
. 


(Ah) 


Has vero omnes formulas nonnisi pro iis valoribus ipsius y valere, pro 
quibus simul fiat / =0 et &=0, ex antecedentibus patet. 

Ex formulis (8) prodit, quomodo quaelibet functio rationalis data 
ipsius y, pro tali valore argumenti, qui simultanea radix aequationum fi = 0, 
f£=0 est, exprimatur per differentialia partialia functionis X. Exempli 


gralia vero sumere placet functionem 
’ 
sive y"*+a,,y" elc 
quae ob factorem fi evanescere debet. Jam vero aequatione (5) adiuti, 
eam in hanc formam transformare possumus: 


- 
| 
G a ) a ) 
dX 
F a i ) 
< 
day 
2 
a = 
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quae posita =0 erit aequatio finalis ab omni faetore quantitates a’ et a” 
involvente libera, quia respectu illarum ntae, respectuque harum mtae di- 
mensionis est. Hoc vero etiam ex en identica : 


deducere licuisset, quae ex nola uropialins functionis X sequitur. 
Jam vero denique sim =n-+-N est, derivatur ex aequatione: 
f. 


0, 


ubi x quilibet numerorum O, 1, .... A esse potest, similibus substitutionibus 
faclis, haec: 
uf dX 
Has vero A\-+1 expressiones non ob KEN x — 0, sed identice 
evanescere eo elucet, quod respectu quantitatum a dimensionem ntam 
haud aequant. 

Iam applicationem formularum antecedentium facere placet, ad sy- 
stema duarum aequationum rationalium iniegrarum, duas incognitas quantita- 
tes continentium. Quam ob rem ponamus quantitales a’ et a’ functiones 
rationales integras esse argumenti x, nec non functiones f} et & secundum 
potestates argumenti x evolutas his formis gaudere: 
arte... 
ubi rursus coefficientes d’ et 5’ denotant functiones rationales integras ar- 
gumenli y. 

Aequatio finalis genuina, quae eliminata variabili z, ex aequationibus 
et k=0 oritu, sit Y=0, nec non similiter ac autea sint et 
eae functiones simplissimae respectu quantitatum 5’ et integrae, qua- 
rum ope identice fit: 

Unde inveniuntur formulae similes ac (5) et (6) pofi=0 et £=0 
valentes: 


11. 


dY 


14. 


lam vero notum est aequaliones X=0 et Y=0 eiusdem ordinis esse, 
nec non ad singulam quamque radicem alterius generaliter singulam alterius 


> 
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pertinere. Quae radices cohaerentes ex qualibet harum formularum inveniri 


da,, 


(72) 


Sint igitur yıX,ı, Y2X,, etc. paria radicum binarum simultanearum, et gene- 
raliter y,x,. Introducatur denique signum : 


(va, vel vr 
pro valore functionis hoc: 
Aequationum (4) et (12) 


X.y, 
utramque secundum argumenta x et y differentiemus, alque deinde sub- 
slituamus 2=2,, y=y,, quo facto habebimus: ope formularum (5), (6), 
(13), (14) has quatuor aequationes: 


= 
0, 


unde, brevitatis causzs introducta denotatione hac: 


(7) 
derivantur, hae formulae : 


la. dy |( dy 


Sr 
| 
5 
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quae formulae apte coniunctze, divisioneque per A facta, baue memorabilem 
suppeditant : 


pr) 


ac. 


Advocato vero theoremate ab illustrissimo Jacobi invento (vid. Diar. 
Crell. tom. 14. pag. 286), nec non introducto signo summatorio : 
pro summa expressionum, quae in expressione loco ipsius 
%,. Y, ex ordine omnibus radicibus simultaneis aequationum 
substitutis, habebimus hoc theorema : 
„Si duae functiones rationales integrae argumentorum = et y, fi 


„ei f;, quarum illa ad utam, haec ad vtam dimensionem ascendit, seeundum 
„x et y evolutae his formis gaudent: 


= + an-ı 
= 


“ —1 “ 
„nec non aequationes finales, quae oriuntur ex aequationibus: 


h =0, 
„x vel y eliminato, sunt: 
Y’=0, = 0, 
„eXpressio : 
dX\/dY dX 672) 
da " 


„ad omnes radices aequalionum X =0 Y=0 simultaneas extensa, 
„evanescet pro omnibus valoribus integris haud negativis ipsorum « et ß, 
„qui conditioni 


ß +2<u+tv, 


„satisfaciunt.” 
Si in hoc theoremate ponimus: =u, videmus expressionem: 


dX_dY 
\ dx 'dy 
evanescere, dummodo erit „+ A +2 <u+tv. 


z 


Dr 
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Similiter ope formulae (16) theorema in commentatione citata p. 285 expo- 
situm transferri potest. Iam vero generalius theorema directe deducere placet. 
Ex aequationibus (15), si in ultima ponitur © loco ipsius A, sequuntur 


hae formulae: 


i ; (Ah ;_(Ch i 
2 2 f, Js 
Quae formulae docent, cum pro radicibus non cohaerentibus aequationum 
X=0et Y=0, functiones fi et f, evanescere nequeant, expressionem : 
h h 
e\ — — 
pro radieibus non simultaneis aequationum i—=0 et evanescere. 
Cuius expressionis loco brevitatis gratia ponamus V,,.,. Ex nota vero 
theoria fractionum rationalium sequitur haec formula : 


17. — 


dx dy dx dy 


ubi W, W, et W, respective denotant functiones integras, quae in fractionibus 

continentur, nec non generaliter per 

1 1 1 

respeclive significantur summae expressionum, quae, in expressionibus 


loco ipsorum x, et y; omnibus radicibus aequationum A=0 et Y=0 


substitutis oriuntur. 
Quae formula ob proprietatem functionis V,, modo memorataın, in 


hanc abit: 

dx dy dy 
ubi per signum: 

(Y y) 
(2—2,)(y —Y,) 


summa expressionum denotatur, quae oriuntur, si loco x, et y, omnes ra- 
dices simultaneae aequalionum =0 et =0 suhstituuntur. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 3. 31 


| 
| 
| 


= 


234 13. Richelot, nota ad theoriam eliminationis perlinens. 


Jam vero in utroque termino multiplicationem faciamus per quam- 
libet functionem integram argumentorum x et y, nimirum per Ü. Quae 
functio cum semper in hanc formam reduci possit : 

U = Urn + U"(y—y,), 
ubi ©, et y, simultaneae radices aequationum propositarum nec non U’ et U” 
functiones rationales integrae sunt, habebimus : 


dxz d 
(2 — x,)(1—Y,) dX dY — 
dx'dy) dy 


Unde, summatione facta, facile coneluditur, coeflicientes potestatum ipsorum 
x ei y simul negativarum in 


) 


da" dy, | 
easdem esse. Jam vero denique ex aequationibus (5), (6), (13), (14), se- 
quitur fore: 


quibus collectis prodit hoc theorema memorabile : 
„Si iisdem suppositionibus, ac in priori theoremate, factis, U deno- 
„tat functionem quamlibet rationalem integram argumentorum x et y, coef- 
„ficiens termini y-@+V jn evolutione expressionis : 
X.Y 
„erit summa expressionum, quae oriuntur in expressione : 


dX dY 
dx "dy 


„omnibus radieibus simultaneis aequationum i =0 et £ = 0 substitutis, 
„ubi et ß numeri integri haud negativi, nec non functio- 
„nes integrae simplieissimae sunt, quarum ope fit: 
Similes disquisitiones de systemate trium aequationum algebraicarum, in alia 
occassione geometris communicabo. | 
Regiomonti, 1. Mai 1840. 


h+p—x 


& 
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14. 


Den einen Kreis am innigsten oseulirenden Kegel- 


schnitt zu finden. 
(Von Herrn Prof. Lehmus zu Berlin.) 


Aufgabe. Für einen in der Peripherie eines Kreises gegebenen Punet 
den am innigsten osculirenden Kegelschnitt zu bestimmen. 

Wird der Mittelpunct des gegebenen Kreises vom Halbmesser r, 
als Anfangspunct der Coordinaten- Achsen X, Y angenommen, so ist die 
Gleichung für den Kreis 

Bezeichnet nun y’ die derselben Abscisse x angehörige Ordinate des ge- 
suchten Kegelschnitts, so ist die allgemeine Form der Gleichung desselben 
2. 

und zu Bestimmung der gegenseitigen Verhältnisse der sechs Parameter 
a, b, c, d, e, f sind fünf Gleichungen erforderlich; es mufs nemlich y'=y; 
dy,=dy,.,; #’y,=dy,; d’y,.=d’y, und d’y,=d'y, werden, wo- 
durch eine Osculation der vierten Ordnung entsteht. Bildet man diese Ab- 
leitungen nach (1.) und (2.) und setzt 

3. 4; 

4. 2ay+bc+-d=B; 

5. ad—bde+cd— (dac—d).f= C; 

6. dbd—2ae— (dac—l’)x = D, 
so gehen obige fünf Bedingungen in folgende über: 

1. 0; 

8. Ay=Bs; 

9. 2Cy=Br; 

10. 2CDy’+rBx = 0; 

11. B’ = 
aus welchen die Parameter, ihrem Verhälinifs nach, zu entwickeln sind. 

Da nun für jeden Punct der Peripherie eines Kreises dieselbe Krüm- 
mung Statt findet, so ist die Wahl des Berührungspunctes gleichgültig, 
und es ist für die Bestimmung der Parameter erleichternd, den Punct K zu 
wählen, für welchen z=0, also y=r ist. 

31* 
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Für diesen Puncet K wird dann 
12. A=dr-+te; 
13. B=N2ar+d; 
14. C= ad —bde+cd’— 
15. D=bd-—.12uae, 
und die Gleichungen (7.) bis (11.) gehen über in: 
16. ar H-dr+f=0; 
17. A=0 oder döbr+te= 0; 
18. ?2rC=B’; 
ww. CD=0, 
und, wenn (18.) und (19.) in (11.) aufgenommen werden, 
20. D= r’(4dac—P). 
Es folgt aber aus (17.) 
21. e= —Dr; aus (16.) 
22. [= —ar—dr, 
und substituirt man diese Werthe, so wird 
23. C= cB’; 
24. D=D5.B, 
und die übrigen drei Bediugungsgleichungen (18.) bis (20.) gehen über in 
25. B’(B—1Lcr) = 0, 
26. = 0 und 
27. 
Es fällt in die Augen, dafs den beiden ersten, (25.) und (26.), Ge- 


nüge geschieht für B=0, woraus d=—2ar und dann aus (27.) c= z- 


folgt. Substituirt man aber die vier Werthe —, — 2ar, —Dr und ar? 
(letztere beide aus (21.) und (22.) entnommen) für e, d, e, f in (2.), so ent- 
steht 2ay’+bx—2ar= 0, welche Gleichung keinen Kegelschnitt liefert, 
so dafs also die Bestimmung B= 0 der Aufgabe entspricht. Dies erhellet 
auch schon aus den anfänglichen allgemeinen 5 Bedingungsgleichungen (7.) 
bis (11.), indem für B=0, (8) in A=0, (9.) in C—=0 übergeht, (10,) 
aber identisch wird und D unbestimmt läfst, (11.) aber ebenfalls identisch 
wird, so dafs nur die drei Bedingungen B=0,4A=0, blei- 
ben, welche zur Bestimmung der Parameter nicht ausreichend sind. Da 
hienach also B nicht =0O sein kann, so geben die übrigen 3 Gleichun- 


= 


14, Lehmus, über Kegelschnitte die den Kreis berühren. 237 


gen (25.) bis (27.) 
28. 2artd— = 0; 
de. 0; 
30. (2lar+d) = r(4ac—P?). 

Die Gleichung (29.) wird erfüllt, sowohl für = 0 als auch für 
c=0; es liefert aber für e= 0 die Gleichung (28.) sogleich B = 0, welche 
Bestimmung, dem Obigen gemäfs, nicht genügen kann, so dafs daher nur 

31. — 0 bleibt, wozu (28.) dann 

32. d= ?2r(c—a) und (30.) 

33. 4er’(a—e) = liefert. 

Da nun aber e nicht = 0 sein kann, so mufs aus (33.) 

34. a = c und dann aus (32.) 

35. d= O0 sein und man hat somit hieraus und aus (21.) und (22.) 

=ab=0, c=a, d=0, e=(0, f=—-ar. Werden diese 
Resultate in (2.) gesetzt, so folgt 

37. y”+x°=r', woraus, wie nothwendig, sich ergeben mufste, dafs 
der dem gegebenen Kreis congruente Kreis der ihn am innigsten 
osculirende Kegelschnitt ist. 

Zusatz. Verlangt man einen den Kreis in irgend einem seiner 
Puncte der Peripherie osculirenden Kegelschnitt, schliefst jedoch den con- 
gruenten Kreis selbst aus, bedingt also, dafs nicht «= c und zugleich 5 = 0 
sein soll, und setzt dafür eine anfänglich noch unbestimmt gelassene Rela- 
tion zwischen a, 5 und c fest, so sind aufser derselben nur noch die vier 
Bedingungen y'=y, dy,= dy,, d’y,=d’y, und d’y,=d’y, zu er- 
füllen; die Bedingung d’y,=d'y, aber, d. h. die Gleichung (11.), fällt 
weg, und es bleibt ganz die vorige Auflösung, nur dafs zuletzt, aufser den 
Gleichungen (21.) und (22.), nemlich e= —br und f = —ar’—dr, statt 
derer (28.), (29.) und (30.) nur noch die beiden (28.) und (29.), nemlich 
2ar+d—2cer=0 und bc =0 bleiben, welche, mit der noch vorbehalte- 
nen Relation zwischen @, 5 und c verbunden, die erforderlichen fünf Be- 
dingungen liefern. 

Wird nun erstens die in der dritten Ordnung osculirende Parabel 
verlangt, so hat man die Gleichungen : 

1. e= —br; 
2. f= —ar—dr; 
3. 2ar+d— 2er = 0; 


3 
7 
. 
A 
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4. bc 0; 
5. 4ac 
Der Gleichung (4.) entspreehend mufs e=0 oder 5b=0 sein; es folgt 
aber für c=0O sogleich aus (5.) 5=0, dann aus (1.) e=0; aus (3.) 
d=—-2ar und aus (2.) f=ar’, und hiezu entsteht als verlangte Glei- 
chung a(y’—r)’=0, welche keine Parabel giebt. Es kann daher nur = 0 
genügen, wozu, weil e nicht = 0 sein kann, aus (5.) «=0, aus (1.)e=0, 
aus (3.) d=2er und aus (2.) f=—?2er? sich ergiebt und die verlangte 
Gleichung ex’ +2ery'—2er=0 oder 
—=2r(r—y') entspringt; woraus hervorgeht, dafs diese Parabel 
den Kreis in X in ihrem Scheitelpunet berührt, und dafs ihr Achsen- 
parameter = ?r ist. 


Wird zweitens eine in der dritten Ordnung berührende Ellipse ge- 

sucht, so sind die Bedingungen : 

1. e= —dr; 

2. f= -ar—dr; 

3. 2ar+d—Ier =0; 

4. de == 0; 

5. 
Es kann aber, um (4.) zu genügen, nach (5.) e nicht =0, folglich mufs 
b = 0 sein, und hierzu folgt aus (1.) e=0, aus (3.) d=?r(c—.a), aus (2.) 
f=(a—2c)r’, und es entsteht als verlangte Gleichung 

ay”+cex’ + ?2r(le—a)y’— (?!c—a)r’ = 0. 

Es müssen aber nach (5.) a und e gleiche Vorzeichen haben: daher mufs 
—. positiv sein, und bezeichnet man diese absolute Zahl (die nicht =1 


zu setzen ist, weil sonst der Kreis sich ergeben würde, und auch nicht =0, 
weil sonst kein Kegelschnitt entstehen würde) durch %, so hat man 
— (!h—1)r = 0. 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dafs jede solche Ellipse, wie auch A 
bestimmt werden mag (nur nicht = 1 und nicht = 0), den Kreis in K in 
dem einen ihrer Scheitelpuncte berührt, und zwar in dem einen Endpuncte 
der Achse 2Ar; die andere Achse ergiebt sich =?2ry% und jene ist die 
gröfsere, wenn A>1; die kleinere, wenn A<(1 genommen wird. Für die 


Differenz (d’y,),— (d'yx), entsteht der Ausdruck 


‚ so dafs also 
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die Berührung der der 4ten Ordnung desto näher kommt, je näher A der 
Einheit ist. 
Wird drittens eine in der dritten Ordnung osculirende Hyperbel ge- 

fordert, so sind die Bedingungen : 

1. e= —br; 

2. f= —-ar—dr; 

3. 2ar+-d— = 0; 

4. dbc=0; 

5. 4ac<b. 
Um (4.) zu erfüllen, mufs entweder oder e=0 sein. Für c=0 er- 
giebt sich aber (y'’—r)(ay' +bx—ar)=0, welcher Gleichung keine 
Hyperbel entspricht. Es mufs also 5=0 sein, und dann erhält man die 


Gleichung 
ay” = 0. 
Da nun, für 7=0, nach (5.) « und c einander entgegengesetzt sein müs- 


sen, so setze man ———A, wo 4 jede absolute Zahl, die Null ausge- 


schlossen vorstellt, u es entsteht 
+1)r = 0. 
Aus dieser Gleichung erhellet, dafs für jeden Werth von A, nur O ausge- 
schlossen, die zugehörige Hyperbel den Kreis in X in ihrem Scheitelpuncte 
berührt, dafs die Achse derselben = ?r% und ihre Zwergachse = ?ry’h ist. 
Für die Differenz (d’y,),— (d’y,), erhält man den Ausdruck 


nn und die Osculation kommt also der der 4ien Ordnung desto näher, 


je gröfser h genommen wird, ist aber nicht in dem Grade innig zu errei- 
chen, wie bei der Ellipse. 


= 
| 


240 15. Gudermann, Theorie der Mod.- Funct. und der Mod.- Integr. $. 202. 


15. 


Theorie der Modular-Funetionen und der Modular- 
Integrale. 


(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster. ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im Isten, No. 10. im 2ten, No. 15. im 3ten, No. 21. im 4ten Hefte 
des achtzehnten, No. 2. im Isten, No. 8. im 2ten, No. 12. im 3ten Hefte des neunzehten, No. 9. im 
Isten Hefte und No. 12. im 2ten Hefte zwanzigsten Bandes.) 


Funfzehnter Ahschnitt. 
202. 


Ausdruck der Modular-Integrale der zweiten Art und zweiten Classe durch die 
Hülfs-Functionen und die davon abgeleiteten Functionen. 


Nach $. 116. ist S(u, a) = u.ela — Am ehe) mlem), Da nun nach 
$. 183. 
Im(a+u) = + lo und 
a— 
Ima—-W)=7- e( 


ist, so erhält man durch Bi 


Im(a+u)—Im(a—u) __E 


Ferner ist nach $. 201. auch ela= +H(a), also uw.ela = +H(a). 
Werden diese Werthe substituirt, so erhält man sofort für das Sinus - Inte- 
gral den Ausdruck 
l. 
Das Cosinus- Integral ist nach $. 116. angegeben durch 
C(ua) = —u(E—elca) 


und da nach $. 201. E—elca= 2.0—6(a) ist, so findet sich 


2. Ca) = u.G(a) 


Hl(a— u) 
Für das Differente-Integral wurde in $. 116. 
D(u, a) = 


gefunden. Setzt man aber in der Formel (3.) des $. 201. ai statt a, in- 
dem man die beiden conjugirten Modul mit einander vertauscht, so erhält man 


ode Cla—a = B (a). 


# 
+ 
| 
. 
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Wird dieser Werih substituirt, so findet sich 
Hl(a+ u 
3. a) = u. 
Da nach Formel (7.) $. 183. 


Im(atu) = (1—Z.). 


ist, so findet man auch 


Im(a-—+u) -Im(a—u) __ 
2 K’ 
Ferner ist nach $. 201. 


u.ela = ( 


) .au + log 


E' 


au+u.DBa: 
also haben wir für das Sinus-Integral noch den zweiten Ausdruck 


E' 


Z)@ +©‘(a) ist, so ist der zweite 


und da nach $. 201. E—elece = (1— 
Ausdruck für das Cosinus-Integral 


Aus der Formel (1.) $. 201. folgt El’a u. .4+9'(a), oder auclı 
— (1—7,)a+ Ha), und wird dieser Werth benutzt, so ent- 


steht auch für das Differente- Integral der zweite Ausdruck 


Y(atu 
6. Dlu,a) = (a) + log 


Setzen wir in den Formeln (1. 2. 3.) K—.a stali «, so werden sie 


S(w,K—u) = u.G(a)— log 

Gl(a 
7. = u. Ha) + log 


Setzen wir auch in den Formeln (3. 4. 5.) K—a statt a, so ist 
nach $. 170. 


logBl (K—a+u) = (4+K—a+ u) +logGl’(a—u) und 
(K—a—u) = 1 (4 K— a—u) +logGl’(a+ u), 


B’/(K—a+ı) _ S’(a+u) 
log N u— log) 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft.3, 32 


also 
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Werden aufserdem die Formeln (11. $. 200.) benutzt, so erhält man 
Su = —u. + 


Sl (a — 
8. = u.B’(a) — log 
Dw 


Zusatz 1. Setzt man in den Formeln (1. 2. 3.) den Parameter 
a=1ıKk, so ist nach $. 190. 


also 
S(uw4K) = — 4 ArcTang((1— snu 


9. = + 4 ArcTang((1—%’) snu sncu), 


D(w}K) = + 4 ArcTang((1— k') snu snew). 


Setzt man aber in den Formeln v=1K, so erhält man 
= 4K.H(a) — Arc Tang ((1— k’) sna snc.a), 
10. ıK,a) = 4K.G(a) + 4 Arc Tang ((1— sna soc.a), 
a) = 4K.B(a) + 4 Arc Tang ((1— k’) sna snca). 


Zusatz 2. Differenzürt man die Formeln (1. 2. 3.), so er- 
hält man 


1— k? sn?asn? u 2 2 
k?snasncacn? u H(a+u) — H(u— B’(uta) — B’(u—a) 


tna dna dn?u (a)+ H(u+e) (a) 


1 — k? sn?a sn? u 


Eben so erhält man aus den Formeln (7. und 8.) 


1— k?:snc?asn? u 2 


k’snasncacn?’u _ G(uta)— G(u—a) = Bla) — 


1 — k?snc?’asn?u 2 2 
tnca dncadn?u __ G(utra)—G(u—a) __ a) — a) 
1— k? 2 =(a) 2 


\ 
| 
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$. 203. 


Ausdruck der Modular-Integrale der zweiten Art und vierten Classe durch die Hülfs- 
Functionen und die davon abgeleiteten Functionen. 
Vertauscht man in den Formeln (4. 5. 6. 8.202.) die beiden con- 
jugirten Modul, indem man gleichzeitig ai statt a und bi statt 5 setzt, so 
erhält man, dem $. 117. gemäls, 


Bl(a— u 
S(ua) = —u.B(a)-+ log 
1. = —u.G(a)+ log 


Auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (1. 2.3. $. 202.) in 
S(ua) = —u.9(a)+ log 


Hl(a+u)’ 


Setzt man in den F'ormeln (1.) K—.a stati a, so werden sie 
S(wK—a) = —u.A(a) + log 


Al(a—u)’ 
3. = —u.Hla) + Act), 
Du K—a) = u.G(a) + log 


Will man in den Formeln (2.) ebenfalls K—a statt a setzen, so ist, den 
Formeln (3. $. 168.) gemäfs, 


log HS (K—a—u) = K—a— u) + logA’(a+u) und 
= y(4 K—a+u) +logA’(a— u), 


AU’(a 


Benutzt man aufserdem die Formeln (11. $. 200.), so hat man 


4 = — u.B‘(a) + log 


'D(u K—a) = — + log 


32 
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Zusatz 1. Setzt man in den Formeln (1.) den Parameter «= 4K, 
so ist nach $. 190. 


log = also 
©(w}K) = — + 4 XrcTang ((1+ 
5. K) = — +4 
4ll—k)u) + 4 ArcTang((1+ %’) snu sncw); 


setzt man aber das Argument v=1XK, so erhält man 
\ '&(4K,a) = — 4K.B(a) + 4 ArcTang((1+ k')snasnca), 
6 = —4K.G(a) +4 
= 4K.H(a) + 4%rcTang((1+ snasnc a). 
Zusatz 2. Differenziirt man die F'ormeln (1.) und (2.), so erhält man 


/ dnca sn? u 
tnca 'suc®a— sn?u — B(a)+ 2 


dnca 1 B(u+a)--B(u—a) 
tnca mu —6(a)+ 2 
7 snc? a 
= LER 
sna | B(u-+a) —B(u—a) 
snca = H(a-+ 2 
snc?a 


differenziirt man hingegen die Formeln (3.) und (4.), so erhält man 


(dna sn? u — Alu—a) 
tina "sna—sı?u —A(a)+ 2 
(utra) -W(u—a 
= 
dna 1 A(u+a) — Alu—a) 
ina = 2 
snca dn?u A(u-a) — A(u—a) 
sn?a 


d 
» 
\ 
Er 
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204. 

Hl(a-+ 
Hl(@a— u) 
Hülfs-Functionen. 
Hl(a+ u) 
Hl(a— u) 
vorliin entwickelten Formeln für die hyperbolischen Modular - Integrale vor- 
kommen, lassen sich leicht unmittelbar nach den oben entwickelten For- 
meln berechnen; aber diese Berechnung versagt, wenn eine von den bei- 
den Gröfsen @ und % imaginär ist, während die andere reell bleibt, und es 
sich also um die Berechnung eines cyklischen Modular-Integrals der zwei- 
ten Art handelt, welches entweder der ersten oder dritten Classe, dem 
$. 117. und $. 122. gemäfs, angehört. Es ist alsdann durchaus nöthig, 
dafs der vorgelegte logarithmische Ausdruck entwickelt werde, damit, wenn 
eine der beiden Gröfsen # und  imaginär genommen wird, die imaginäre 
Form des Ausdrucks auf eine reelle Form zurückgebracht werden könne. 
Die erwähnte Entwickelung kann leicht auf mehr als eine Weise ausge- 
führt werden. Substituirt man in den Formeln (6. $. 174.) zuerst «+ u 
und dann a—u für w, so erhält man durch die Suktraction 


und ähnlieher Ausdrücke mit anderen 


Entwickelung des Ausdrucks log 


Der Ausdruck log] und die ihm ähnlichen, welche in den 


— XrcTang + g*sin?y asin?2yu 


Alla— tangna) 1.Sin27K 
g*sin4nasin4yu | 
Blla—u) __ sin?2yasin?nu 
log = ArcTang (tangna tangnu) + 1. 
sin6yasin6nyu 
2.©in47K 


Gla-+-u) 1.Sin27.K’ 2.Sin4nK’ 3.Sin6yK 

4.Sin8nK’ 
in in27u , sin4nasin4yu 
1.Sin2nK 2.SinnK' 3. Sin67K’ 
sin8ya u 

\ + 4.Sin8yK’ 


Setzt man in den vorstehenden Formeln aö statt a und wö statt u, so 
verwandeln sie sich in 


| 204 245 
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g’Sin6yaSin6yu 
2.Sin4nK' 3.Sin6yK' 


log +) SintyaSin2yu _ Sin4na Ein4nu 
Gl(a— u) 2.Sin4y K' 
3.Sin67K' 4.Sindy K' 
Hllafu) 1.Sn2yK’ 2. 
Sin6na Sin6yu Sinsnya Sindyu 


Bemerkenswerther sind die Reihen, welche wir aus den Formeln (5. — 8. 
$. 187.) oder lieber aus den ihnen unmittelbar vorhergehendeu vier F'or- 
meln herleiten. Ihnen gemäfs ist zunächst 


AUla+u) 
log AUla—u) 


Sin (ya — nu)’ 47K'— 605 (27 a— 2 nu)" — Eos (27 
Bl(a+tu) 
log 


lo 608 (27 a-+27u) +2 ru) 


(n a— nu) Co84nK’+ (27a Co88nK’+ (27a — 


Slla+u) __ 
log 


Hla—u) _ 


60327, K — Co86n7K’— Eos 2yaF2ru)" 


Da aber 


Sin(a+b) _ TangatXangb _ ; Tang b 
log Sin(a—b) log Tanga — ang b ArcTang 


(a-+b 1+8%anga Tangb 
log + = log » = AreTang (Tanga Tangb), 


ER 
< 
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6082 c — C05(2a+-25) lo Sin(c+a-+b). Sin(e—a—b) 
05V — Cs La — 2b) 
— NrcTang (Zangd. Sot(e + a)) — ArcTang (Tangd. Cot(c—a)), 
&082c— (2a — 2b) Cos(c+a—b). Cos(c—a-+ b) 
NrcTang (Tangd Tang(c+a)) — ArcTang (Tengd.Tang(c— 


ist, so lassen sich die vorigen Formeln einfacher also darstellen: 
3. log 
= ArcTang 1 + Arc Tang (Tangyu.Cot(?yK’ + na)) 
— Arc Tang (Tangyu. Cot(2yK’— 
+ Arc Tang(Tangyu.Cot(44 K’ + 
— ArcTang (Tang K'— 
+ ArcTang(Tangya. + .... 


— ArcTang(Tangyu . Cot(6y K’—7a)) —.... 
u) 
4. log 


Arc Tang 7 + ArcTang (Tangya. Cot(2yK’+nu)) 
— ArcTang (Tanga. Cot (24 K’ — 
+ ArcTang (Tangya. Cot(4yK’—nu)) + .... 


— ArcTang (Tangya. Cot(4n K’— nu)) — .... 
5. 


ArcTang (Tangna. Tanga) + Arc Tang 
— ArcTang (Tangyu.Tang(2y1K’ 
+ ArcTang 
— ArcTang (Tang nu. Tang 
+ 
— ArcTang (Tangyu.Tang K’—Ya)) — .... 
DBlla+u 
6. log 
= ArcTang (Tangya.Tangyw) + 
— ArcTang (Tangya.Tang (29 K’—nu)) 
+ Arc Tang 
— ArcTang(Tangya.Tang (4y K’—yu)) —.... 


t 
> 
| 
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u 
.log 


— 
— — 
+ yK’-+ra)) + .... 
— 5yK—ya)) —.... 


Sl(a+u) 
Vs: u) 


— + Ar 

— ArcTang(Zangyalang a 
+»... 
— ArcZang(Tangyalang — 


— 
9. log 


— ArcTang (Tangyu (yK’—ya)) + ArcTang (Tangyu (3, K’— 

— ArcTang (Tang ya — ArcZang (Tangyu 
+ ArcTang (Tangyu lot yK’—ra)) +»... 
— ArcZang + 


l(a—u 
10. 


— NrcTang(Tang ya Cot(yK’— yu)) + ArcTang 
— ArcTang (Tangya Lot (yE’+ — ArcTang (Tangya Cot(3yK’+nu)) 
+ ArcTang (Tangya ot K’—yu)) + .... 
— ArcTang (Tangya — .... 
Alle diese acht Doppelreihen, in welchen die zu je zweien unter einander ste- 
henden Glieder nicht getrennt werden müssen, haben einen sehr hohen Grad 
der Convergenz, und die Berechnung der einzelnen Glieder ist so einfach, 
wie sie nur gewünscht werden kann. 


- 


Die Convergenz in diesen Reihen wird sichtbarer, wenn man die 

zusammengehörigen Glieder vereinigt. Man erhält alsdann 
log AUla— ArcZang Arc Zang 
Sin2na Sin?yu ) 
837 
Sin2»,a Sin?yu 

K’+ &0827a 


Sin2»ya Sin2yu 
+ Arc Zang 


— Arc Tang 


u 
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Slla-+u) 

= ArcTang + ArcZang 


Sit Ein?rya Sin?yu ) ( Sin?ya Sin?yu 
Arc + Arc ang Cos6r,K’— 


Sin?na Sin?yu 
+ Arc Tang 


Die Convergenz in diesen Reihen ist desto gröfser, je kleiner der Modul % 
ist, weil die Gröfsen 0624 K, Cos4n K', Co56nK’, Cos8nK’ etc. dann 
sehr rasch zunehmen. 


log 


8. 205. 
Da nach $. 170. 


logsn’(a+u) = leg + logAl(a+ u) — logdl(a+ u) 


ist, so ist 


u) Blla+u) lo 


log Al(a— u) 5 Bl(a—u) sn’ (a— u) 


Eben so ist 


Bil dn’(a— u) 
log — = log dn/’(a+u)? 

Hlla—u) __ tn’ (a+u) 


u l(a—u (a— 
log u) + log = log 


und diese Formeln können, dem $. 37. gemäfs, auch also dargestellt werden: 


u) Blla+u) __ tn’u dn/a 
1. log log Van (a—u) ArcZang dn’ 


Arc Tang ( 


enc/’u cn’ .) 


Bl(a-+u) 
2. log ‚+ log Arc zang a'sne’ 


Crelle’s Journal d. M. Bd. MM Hit. 3. 33 
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3. log — log Ye art = ArcTang sn’asnc’asn’usnc’u), 


Bl(a— u) 
u) Hlla — sn’ u snc’ u 
4. log Arc Tan 
Hlla—ıu) _ enc’a enc’u 
5. log Arc Tang ), 


6. log Au Arc Tang en, 


Ul(a— u) Gl(a— u) sn’a snc’u 


Setzt man in den Gleichungen (3. $. 170.) noch u+a statt u, und nimmt 
auf beiden Seiten die Logarithmen, so erhält man die Gleichungen 


_ 


10. log = ya — log 
Aus den Formeln (2. $. 185.) folgt 


Hla+ıu) _ Bl’(ait ui) 
13. +1 5 Bl’(ai— ui)’ 


Sl(la+u) _ ui) 
14. 


$S. 206. 


Die bequemsten Ausdrücke der Modular-Integrale der ersten und dritten Classe, 
welche.rasch convergiren, wenn ihr Modul k< sin} ist. 


Da 
S(w,)=—iN(ua), 'D’(ui,a)=i. D(u, a), 
und auch eben so 
S (uw, —iS(u,a), D’(wi,a) =i.'D(u,a) 


ist, so verwandeln sich die Formeln (2. und 4. $. 203.) und die Formeln 
(4. 5. 6. und 8. $. 202.), wenn wir der Kürze wegen 


a 
’ 
\ 
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log H(w, a), 


ui) 
1 l(atui 
w Also), 
1. 1 Bl(a-tui) 
log B(u, a), 
1 Shlatu) 
= 


setzen, in die folgenden: 
S(u,a) =— H(u, a) +u.Ha) und 'S(u, a) 


B(u, a)—u.B(a), 


C (u, = Hiu, + Cu, = B (u, a) —u (Ha), 
D(uwa) = Hiwa)+u.d(a) - - D(u,a) = B(wa)+u.Ha), 
= —Awa)t+u.Ua) - - —u) = —G(u,a) +u.C(a), 


Cu,K—a= Aua—u Ba) - - = —Gua)+u. Bla), 

DwX—a= - - K’—u) = — a)-+ u.a). 
Bezeichnen wir nun der Kürze wegen durch [X] den cyklischen Arcus, 
dessen (trigonometrische) Tangente die von den eckigen Klammern ein- 
geschlossene Gröfse X ist, so werden die cyklischen Arcus Hu, «), 
A(u,a), B(w, a) und G(w, a). welche in den vorstehenden zwölf Formelu 
vorkommen, am bequemsten nach den folgenden Doppelreihen berechnet, 
welche man, dem $. 204. gemäls, findet, wenn man in den dortigen Rei- 
hen (3. 5. 7. 9.) u: statt w setzt, und den dadurch entstehenden Factor ö 


wegwirft: 
3. Alua) = [ingnuCctna] 


+ [ing Cot (2yR’+na)] + [ingnu + +... 
— [ing yu (2nK’— ya) ] — [ing nu ya) ] — [ing Cot — .... 
4. Biwa) = [tugyu.Tangna] | 


+ + + + .... 
— na) J— [tngyuTang(4n —na) — — .... 


Ge) = 


+ [ingyutang 3yK’+ya)] + [ingru + .... 
— [ingyuTangyA’—na)] + [ingyuTang J— [ingyu Tany — ..... 


6. Huu = 


[ingnulot ya)] + [tngnu K’—na)] + —na)] + .... 
— [ing yu + 7a) ] — —.... 


Jedes Glied in diesen vier Reihen ist also ein eyklischer Arcus, dessen 


Tangente das jedesmal von eckigen Klammern umschlossene Product ist. 
33% 


- 
— 
En, 
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Mit Beziehung auf die vorstehenden F'ormeln haben wir nun dem Zu- 


satze 2. zu $. 201. gemäfs 
7. S(uwa) = —H(w, a) 


— K’+ na) — nu Cot(3yK'+ Ya) — 


8 C(ua) = H(wu,a) 


+ + + ya) + .... 
— — nuTang(3y — ya) — yuTang (Sy K’—ya) — 


9. Diwa) = H(w a) + nuTangya 


— zurang(2y na) — nu Tang K’— ya) — na) — .... 


10. ’S(u,a) = B(uw, a) — nuTangya 


— — na) — ya) — .... 
+ na) + nu K’—na) + yu Rang X’ —na)+.... 


11. C(ua) = B(u, a) 


— Tang — yu Tang(3y na) —yu Fang .... 
+ Tang(y A’—ya) + ya) + K—na)-+.... 


12. ’D(wa) = B(w,a) 
+ nu (m — na) + yußot(3nK’— na) + .... 
— zu Cot(n +na) — KH na) — 
13. = — Alu, a) + nu Cotna 
+ nu na) + nu Kt na) + nu 
— zu K’— na) — nu Cot(4y K—na) — nu Cot(6y — .... 
14. = A(uu) —yu Tangya 
— zuTang(2y +na)— ya) — — .... 
+ nuTang (2yK’—na) +yuTang na) +yuTang .... 
15. Diw,X—a) = Alu, u) 
— zu Tang(y na) — — .... 
16. = — G(u, a) 


— zu Zang(y — yurang(3y na) — nu ya) —.... 


.... 

N 

2 
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17. 'C(uw K—a) = — G(u,a) + nu Tangya 


+nuTang(?y + Tang(4y + + .. 
K’— na) —yu Tang (49 K’— na) — 


18. K—a) = —G (wa) +nu Cotya 
+ + + .... 
— zu (24 — a) — K’— ya) — nu — .... 


Setzt man in den vorstehenden Formeln v=K, so wird yu= 4. 
Ferner ist 
19. AK,a=i7r, G(K,a=0, H(K,a)=0. 
Auch hat man 
A(K—ua)+B(wa) = A(wa)+B(K— u.a) = }r, 
20. G(K—u,a) = H(w, a) und 
H(K— u.a) = G(u,a). 
Setzt man in den Formeln (1— 6. 8.205.) ebenfalls wi statt « und di- 
vidirt durch ©, so erhält man 


(ua)—B(u,a) = arciug 


‚sn u sncu) 


B(ua)—6G(ua) = arcing (su‘ asıc’a. )= = arcing sn‘ 
t 
A(wa) + = arcin 'asnc’a 


G (ua) +H (wa) = arctng (7. .SNUSNC u), 


(me 


Zugleich wird man sich erinnern, dafs nach dem Zusatze (1) zu $. 200. 
und nach den K'ormeln (7 — 10. $. 205.) ist: 


— Blu) = = AUK—a) = 91+%9(a), 
| H(K—a) = —y+ Ala), 
Ba) + Hla) = snc’a B(K— a) = 
— = md = „— DB(A), 
22. (a) + H(a) A(u, a = u + H(w, a), 
H(u K'—a) = — +A(u, a), 
+ = K. Bu,K—a= u—Gl(u,a), 
Aa)— Gla) = GwK—a= nu—B(u,a). 


kr 
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Zusatz 1. Die Function G (u, a) ist = 0 statt v=0 und u=K; 
daher giebt es einen Werth von % zwischen den Grenzen =0 und 
u=«K, für welchen die Function G(w, a) ein Maximum ist, und dasselbe 


gilt von der Function H(w, a). Für den Werth %, zu welchem das Maxi- 


mum gehört, mufs well ) 0 sein. Benutzen wir diese Gleichung und 


differenzüren die Gleichung S(w,a)—= so erhalten wir 
zur Bestimmung von % die Gleichung 


du 
oder 
Hu) = - 


snasıca (1-- k? tn‘? asn? u)’ 
und hieraus folgt durch Auflösung 


sn’u — 9(«) 


1 
sn’asnca 9 (a) 


sn’ A (a) ist, auf 


welche Gleichung sich, da 


4 (a) 
1 2a.Xla)— snc/?a. 
reducirt. Hieraus folgt enu = ya ICH oder, den 


Formeln (19.) im Zusatze zu $. 200. gemäfs, 
_1 ,/$(e) 


2. = Ta)’ also 
N (a) 
3. {ina = snc’ a. 
a 


Da der Formel (1.) gemäfs 


_ wa (a) sn’? aX(a) — en’? 9 (a) 


ist, so ist 


ER. B(a) 
4. duu= also 
1 & (a) 
5. sıcu = 
6. eneu = 


Für den durch die Formeln (1 — 6.) bestimmten Werth von # ist H (u, «) 
ein Maximum; nimmt man aber das Complement K— u statt v, so ist für 
diesen Werth G(w,a) ein Maximum. 


| 
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Zusatz 2. Die Formeln im Zusatze zu $. 202. und $. 203. geben nun 
CuıK)= — 4(1—h).u + 2), 
= — }areing (1—%). 


dn’a 


= 4K.B(a) + }areing((1—%). 


Ferner ist 
'S(w4K') 


— + Haretng 


dn u 
= taretng (1%). 
SAKa = —4+K.B(a) + Jareing ((1+%). 
a) = —4K. + Jaretng 2), 


S. 207. 


Die bequemsten Ausdrücke der Modular-Integrale der ersten und dritten Classe, 
welche rasch convergiren, wenn ihr Modul k > sin+ x ist. 


Da 
S(u,ai) = Diwai) = i.D(u,a), 
und eben so 
S(uwai) = war) = :.C(ua), 'D(u,ai) i.'D(u, «) 
ist, so verwandeln sich die F'ormeln (4. 5. 6. $.202.) und die Formeln 
(2. $. 203.), wenn man zur Abkürzung 


log H’(a,u) -- —log G’ (a, u) 


setzt, in die folgenden: 


2 
Ps 
| 
re, 
— 
he 
- 
| 
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S(wa)= u.B’(a) —B‘(a, u), 
= —u.G’(a)+B‘(a,u), 
D(wa) = u.H(a)+B’(a, u), 


'S(wa) = —u.H‘(a)+H’(a, u), 
= u.G’(a)+H'(a,u), 
D(ua) = u.B’(a)+H'la,u). 


Die Functionen A’(a,u), B’(a, uw), G’(a,u) und H’(a, u) sind dieselben mit 
A(u,a), B(w,a), G(u,«a) und H(w, a), wenn man in diesen @ mit « ver- 
tauscht und statt des Moduls % den conjugirten %’ nimmt. Setzt man in 
den Formeln (7 — 10. $. 205.) a? statt a, indem man die conjugirien Modul 
vertauscht und die Gleichungen durch 3 dividirt, so erhält man 


= vya+H'lau), A'(K—au) = B‘(a), 
H’(a,K-—-u) = —ya+ A‘a,u), B(K—-u) =A(a), 
= Gau), G(K'—a) = H‘(a), 
G(4,K—u) = H = G‘(a). 


Setzt man in den Formeln (2.) noch K— u statt u, so erhält man 


S(K—uwa) = (K-—u).B’(a)— ya-+G'(a,u), 
C(K—ua) = —(K— 


D(K—wa) = (K—u).H’a)+ya— Gau), 
4 = A'(a,u), 
CK—ua)= 
D(K—uwa)= 


Bezeichnen wir wieder der Kürze wegen durch [X] den cyklischen Areus, 
dessen trigonometrische Tangente die gegebene Gröfse X ist, so haben wir 


5. A’la,u) = [tugn‘a Coty’w] 
— [ingn’a.Cot(2y K— — [ing 
+ .... 
— [ingy’a.Lot (67 K— —.... 


6. Bau) = [ingy’a.Tangy'w] 
+ [ingn’a.Zang (2y K+yu)] + 
— .... 


i 
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7. Gau) = 
[ingr/aTang( K + + K+ 
— [ingr/aTang K—yu)] — [ing Tang (37! K—n’u)] 
+ [ingy/a.Tang K+nu]-+.... 
— [ing n’a.Zang (Sy K—nu)] —.... 
8 H’(au) = 
Iingy/a.Cot + [ingn’a. Sot 
— K + — [tngy/a.Cot (I 
+ [tugn/a.Cot(5y K—n'u)] 
Hiernach ist also 
G’(a,0)=0, H(a0)=0, 
A/(a,K)=n'a B(aK)=ya G(a,K)=na H(a,K)= ir — ra, 
4r—A'(K—a,u) = B‘(a, u), = 3r—A'(a,u), 
G (K'—a,.u) = H‘(a,u) und H’(K—ua,u) = G‘(a, u). 


Wird in den Formeln (2) das Argument „=K, oder in den Formeln (4) 
das Argument 0 gesetzt, so erhält man 

S(K,u)= 

CK,a) = — 

D(K,)= K.HWla)+ra, 

'S(K,a) = —K.H()+4r— na, 

'CK,a)= K.6(a)+4r— ra, 

D(Ka)= 


10. 


Suhtrahirt man hiervon die F'ormeln (4), so erhält man noch 


S(K,a— S(K—-u.a) = 

C(K,a) — C(K— ua) = —u.G’(a)+G'(a,u), 

D(K,a)— D(K—ua) = u.H’(a+G‘(a,u), 


CK,a)— 'C(K—ua) = 
'D(K— ua) = 


Mit Beziehung auf die Formeln (5. 6. 7. 8.) erhalten wir nun die folgen- 
den zur Berechnung der Modular-Integrale der ersten und dritten Classe 


bequemsten Formeln. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft.3. 34 
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f 2y'u.p? sin?y’a Yyu.p*sindr/ 
S/u,a) = —B/(a, u 'utanen’a 2n'u.p*sindy’a 
+ 27’ P a __ n’u.p® sindn’a 
ın Sins ’K 
2y’usin?y/a ,„ 92 8 
\ Sin 2y’K Sin4n’K Sin6y’K Sin8y'K + —.... 


D(u,a) = H/a,u) + Yalngya _ 


Sin2»’K Sin4v’K 
+ 2y’u.p® sin 8n’a 
\ Sin6y’K Sinsy’K 


in welchen y= e”#—=e °* ist. Ferner hat man 


 GSintyK 
Sin6y'K 


Die Modular-Integrale des Arguments K—u werden berechnet nach den 


S(K,a— S(K—u.a) = 


2y’up?sin?y’a 2y’up* sin4n’ 2y’up® sin6r? 
t up io: - sınsn'a „up sın na 
= 


G'(a, 2n’u sin? , 2n’usin6n’a 2 sin8n’a 


D(K, a—D(K—-u.a) = 


, 2ny/usin4y’a , , 
14. u) + + Sin4r’K + + 


| 
| 
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= 
ir — a, u) — a sin4r’a sinöny’a 2n’usindy’a 


Sin?2y’K "©&in4y’K Sin$y'K 
'C(K,a)— 'C(K— ua) = 
4r—A'a,u)+ Sin?y’K Sin4r’K + Sin67’K "Sinsy'K + — 
'D(K, a) —'D(K—u,a) = 


Vertauscht man in den Formeln (21. 8.206.) mit und den Mo- 
dul % mit %‘, so erhält man 


| A’(a,u)—B’(a,u) = arclang snc’a. oder 


37 — A‘a,u) + Ba, u) = arc tang ( 


sn’a a’ dnu 


B’(a,u) +H’(a,u) = arciang ) 
B’(a,u) — G‘(a,u) = arctang snc u) 
15. 9 A‘’(a,u)+H’(a,u) = arctang ( oder 
47 —A‘a,u)—H’(a,u) = arctang . SDC u) 
G‘(a,u) + H‘a,u) = arctang (sn‘a snc’a. 
A’a,u) — G’(a,u) = arctang > ) oder 


A‘(a, u) + G‘(a,u) = arc 


sn’a 'sncu 


Aufserdem ist dem Zusatze zu $. 200. gemäfs 
1 
A’(a)+ B’(a) = 


sn’asnc’a’ 


B’(a) + H/a) = 


snc’a’ 
tn‘ kenc’ 
JB (a) — = = 


A’(a) — H’(a) a kcn’a 


tn’ a enc’a 


G’(u)+H(a) = su/asnc’ua, 
= 


34 * 


& 
.... 
n 
sn’a 
4 
\ 


260 15. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod.-Integr. $. 208. 


Setzt man in den Formeln (11.—14. $.205.) noch «i für u, und 
dividirt man die Gleichung durch :, so erhält man 


B(w,a) = — H(u,a) = u), 
A(u,a) = + —A'a, u), = — u), 


und den Formeln (15. S. 200.) gemäfs ist 


Bd (u) = Hl) = — Ba), 

Durch die Formeln (17. und 18.) lassen sich diejenigen $. 206. auf die so 
eben entwickelten und umgekehrt diese auf jene zurückführen. 

Anmerkung. Da, wie die Erfahrung lehrt, die Modular - Integrale 
der zweiten und vierten Classe, welche von hyperbolischer Art sind, in 
den Anwendungen (der Mechanik und Geometrie) selten oder vielleicht 
gar nicht vorkommen, so übergehen wir der Kürze wegen die Zusammen- 
stellung der Reihen, durch welche diese Integrale ausgedrückt werden. 


18. 


208. 


Reihen für die Quadrate der acht Hülfs- Functionen. 
Erheben wir die Reihe 


zum Quadrate, und machen wir Gebrauch von der Formel 2&os« Cosb 
—= (os(a+b) +&os(a—b), so erhalten wir eine Reihe von der Form 
= a+ 24 Cos2yu + 2a Cos4nu + 2a Cos6yu+ 
und für das Aufangsglied a die Reihe 
welche leicht summirt werden kann. Setzen wir nämlich in der bekann- 
ten Reihe 


g’ statt q, d. h. statt des Moduls % dem $. 51. gemäls den nächst klei- 
neren Modul A = in also statt des Quadranten X den kleineren Z 


> 


.K, so verwandelt sich diese Reihe in die Reihe «a; daher ist 


au 
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Die übrigen Coefficienten - a, a etc. werden leichter recurrirend gefun- 
den, wenn man bedenkt, dafs in Anwendung der Bezeichnung x = e'“, 
Gl(u+?2K)= = .Glu ist. Setzen wir aber auf ähnliche Art, wie in 
$. 188., in der Reihe 
Lac... 


u-+2K' statt u, also — statt x, so erhalten wir die Gleichung 


ı 2 \ 3 4 5 
4 + - + 12 + 16 + 210 Gl’u 
q q q q 


a ax ax ax ax ax 


3 4 5 
as? ac a 

und wenn wir in ihr die ersten oder auch die zweiten Horizontal- Reihen 


identificiren, so erhalien wir übereinstimmend die folgenden einfachen Be- 


slimmungen : 


1 2 ı 5 3 4 
a=a, ama.g, a=a.g®”, a=a.g”, a=a.g”, ...., 


welchen gemäfs der Coefficient a allein noch unbestimmt bleibt. Setzen 


ı ; 
wir, was erlaubt ist, «= aag, indem wir « als noch unbekannt ansehen, 
so haben wir 


a=d.094, 4.09”, a=a.g” u.8. W. 


Substituiren wir diese Werthe und setzen k—= sind, also Ak’ —= cos}, so 

erhalten wir | 

+ ?ag” Cos10yu + ....), 


und diese Reihe verwandelt sich, wenn u+i?K statt u, also „u+ }i statt 


„u gesetzt wird, in 
TE cost4(1— + Sos4yu-— Sos6nu 
+ —....). 


7 
| 
| 
w 
| 
7 
L 
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Setzt man in der ersten Reihe K’—u slatt u, also Fr statt x, so erhält man 


7 

| 
und dd Blu=ryyg. SUK—w) ist, so verwandelt sich der Ausdruck in 


— cosl} (at 2ug +...) 


Setzt man hierin noch v-+?K statt u, so entsteht 
— 
Die noch unbekannte Constante & finden wir leicht, wenn wir drei von 


den vier Reihen in einer von den Relationen des Zusatzes zu $. 171. sub- 
stituiren. Da namentlich 


k.Su+ Mu — 0 
sein soll, so erhalten wir die Reihe 
0 = (k-a—ak’) + k—a—ak’) 
in welcher wirklich jedes Glied für sich = 0 ist, wenn 
k—a—uk = 0 und ak—1+Kk 

Aus diesen beiden Gleichungen findet sich aber übereinstimmend, wie zu er- 
warten war, der Werth «= ‚ welcher sich, weil = cos® gesetzt 
werden soll, auf &=tang}9 reducirt. Setzen wir daher zur Abkürzung 
1 24 +2g"Cosi4yu + .... 

= + +24" Cosl6nu 
so erhalten wir die vier einfachen Formeln 


cos49d. N (u) — sin4I.M (uw), 
cos}4d. N (u) + sin4d.M(w), 

cos}4d.M(u) + sind. N(w), 


7, = 00535.M(u) — sin49.N(w). 


Hiernach sind also die vier hyperbolischen Hülfs-Functionen auf zwei 
Functionen desselben Arguments zurückgeführt. 


+ 

| 
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Setzt man in den vorstehenden F'ormelu wi statt u, und zur Abkürzung 

3 N(W)= 24 cos2yu + 24° cos6q + 29° cos10yu + 24" cost4yu 

IM(u) = 1+24* cos4nu + + + 2g*cosi6nu 

so haben wir für die Quadrate der vier cyklischen Hülfs- Functionen die 
Ausdrücke 


— sin49.M(u) — cos}9.N (u), 
sin48.M (u) + cos49.N (u), 
cos49.M(u) + sin49.N (w), 


cos49.M(uw)— sin49d.N (u), 


wodurch auch diese Functionen auf zwei neue Functionen desselben Argu- 
ments zurückgeführt sind. 


Zusatz. Setzt man in den vorstehenden Formeln # =0O und zur 


Abkürzung 


so hat man die besonderen Formeln 


0 = msin4d —ncos4h, = mcos4d + nsin}h, 
und 
—= msin$8 +ncos49, = —nsin}9, 
und hieraus folgt 
5. = 
d 1 
6. =m oder Yı= 
7. | n oder 
8. 7 =m 


Die Formel tang}d = — wurde schon in $. 188. gefunden. 


4 
4 = 
. 
. 
” 
j 
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$. 209. 
Entwickelung der. Quadrate der Modular -Functionen desjenigen Argumentes u, für 
welches die Function H(u, a) oder G{u, a) ein Maximum ist. 


Schon im "Zusätze (1.) zu $. 206. wurden die Modular -Functionen 
des Argumentes % hergeleitet, für Amann die Function 


Hlla— ui) 

H(u,a) = = log 
ein Maximum ist. Wir leiten hier dieselben Formeln noch auf eine andere 
Art her. Soll H(w,«a) ein Maximum sein, so mufs rue = 0 sein und 


also den Formeln (6. $. 200.) gemäfs 

Hla—ui) + Hla+ui) = 0. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit Hl(a— wi). Hl(a+ ui), so erhält man 
u). wu) + u).Hlla+ w).H(a-+ u) — 0, 
oder Hlla+ui). +Hla— ui). m 0, oder auch 


Hla— ui)] 0, 
da Pr 
wenn nach a differenzürt wird. Da aber nach $. 191. 


Ha. Hu 
+ u) (@ u) = k' 9 


also = Hl? a.Hl? 


ist, so ist die vorige Gleichung einerlei mit 
+ Alu.dA’a = 0 oder 


Atu -—dHlta 
TaUMa’ 


und da kan u ist, so ist 


wie im Zusatze zu $. 206. Ueberhaupt können die Formeln im Zusatze 
zu $. 206. auch also dargestellt werden: 


1 —dHl’a dBl?’a 
un 
2a 
k dA’u 


Setzt man nun in den Formeln (2. $. 208.) a statt u, und differenziürt: 
wirklich die Reihen für die Quadrate der hyperbolischen Functionen in 
Ansehung des Argumentes a, so erhält man die Formeln 


=; 
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sm’u = 


cn’u = 


% cos} 0Sindra— sin, 0Sindya+5g? °cos49SinlOya— 


dn’u = 
cos} 0Sin6ya+4g! 


1 +... 


in welchen k= sind und A = cos$ ist und welche das Argument u be- 
stimmen, für welches die Function 


H(ua) = G(K—u,a) 
ein Maximum ist. Es ist indessen die Rechnung nach den im Zusatze zu 
$. 206. aufgestellien Formeln nicht minder bequem. 


Sechszehnter Abschnitt. 


$. 210. 


Neue Modular-Integrale, welche von denen der zweiten Art und zweiten Classe 
abhängen. 


Betrachten wir zuerst die beiden von @ und % abhängigen Modular- 
Integrale 
kenadnasnu.du 
=/ 1—ksnasnu 
N dn=snu.du 
4--ksnasnu 
so erhalten wir durch Addition und Subtraction 


4M—N) /# snacnadnasn?u.du — 


1— k? sn? asn? u 


1— k?: sn? a sn? 


41M+N) = ArcTang (Asnca) — ArcTlang(ksnea sneu), 


daher erhält man, wenn man diese Gleichungen aufs Neue durch Addition 
und Subtraction verbindet, die Formeln 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft, 3. 35 


. 
% 
| 
| 
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kena dnasnu.du 


Ä 1— ksoasnu 


= ArcTang(ksnca) —ArcTang(ksncasncu) + S(u,a), 


kcnadnasnu.du 


ArcZang(Asnca) — ArcTang(ksncasncu) — S(u,a). 


ksnu 1 1 1 ksnu 
Da = — — . un = 
1— ksnasnu sna ' sna 1—ksnasnu 1--ksnasnu 
i 1 1 


sna sna’itksnasnu ist, so erhält man, wenn man diese Gleichungen 


noch mit cn«dna.duw multiplieirt und integrirt, 
dna du 


A tna '1—ksnasnu 


&(u, a), 
dna du __ dn 


ina’1-4+-ksnasnu 


Betrachten wir nun die Integrale 


M— k cnca dnca sneu.du 
1— ksnca sncu 


k enca dncasncu.du 
—+ksncasncu 


und beachten, dafs 1—%k? snc’ a snc’u = 


k'2?(1 —xk?sn?asn?u) 


dn?a dn?u ist, so erhal- 
ien wir 
ksnacnudnu.du 
3M+N) = I as NXrcTang(ksnasnu), 
k?snasncacen?u.du 
4(M—N) 1—k?:sn?asn? u == a). 


Daher ergeben sich die Integrale 


k dnca sncu.d | f 
= = NrcTang(k sna snu) + a), 
3. 


k enca dnc a sncu.du ; 


1 1 
Da ksncu ai 1 


und eben so 
1— ksnca sncu 1— ksncasncu 
ksncu 2 1 1 1 


ist 
1+ ksncasncu snca snca’i+ksncasncu 


so erhält man, wenn man die beiden Gleichungen mit enca dnca.du mul- 
tiplicirt und integrirt, 


dnc a du 


dnca 


ArcTang (ksnasnu) + (u, a), 


tneca’1 — ksnca sncu 


dnca du dnca 


N 

0 
0 
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Da aber C(w,a)+ me .u=D(u, a) ist, so reduciren sich die beiden Glei- 


chungen auf 


du 
D(u, a) + Arc Tang (k sna snu), 


4. k' enca du 
ena suca sncu 


—= D(u, a) — ArcTang (k sna 


$. 211. 


Integrale, welche von Modular-Integralen der zweiten Art und vierten Classe 
abhängen. 


Betrachten wir zunächst die en Integrale 


tnu.du 
snasnca 'tna—tnu’ 


tnu. du 
snasnca’tna—+tnu? 


so erhalten, wir durch Addition und Subtraction, 
tinu.du snucenu.du 
2 
}M-—-N) m’u.du dna sn?u.du 


sn a snca tn?a—tn?u tina sn?a—sn?u 


Die wirkliche Integration giebt 
4(M-+N) = ArcTang (2) — ArcZang(dn 4), 
}M—N) = 'S(u, 
daher haben wir die beiden Formeln 


= Arc Zang (1) — Arc Tang (dna) (u, K—a), 


snasnca’ tna—tnu 


tn u tn u tina 
Da und tna-+tnu "tna+tnu 


multiplicirt und integrirt, 


1. 


ist, so erhält 


man, wenn man diese Gleichungen mit _ 


a snca 

dna d > 

Arc *) — Arc Tang(dna) +’S(u, K—a), 

2. 
Tang + Arc Tang(dna) + 'S(u, K—a). 


cn?a sSnasıca 


35 * 


\ 
ar 
! 
| 
— 
. 
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u dna sna dnc a snca F u 
—, —— ——, 
Da snasnca tina + snca tnca * sna 7 ist, so ist snasnca 


K—a) = 'Uu, K—a)+ und es darf daher in den vori- 
gen Formeln K—.a) für (u, K—a) gesetzt 


sna snca a 


a), den Formeln (6. 8.121.) gemäfs. 


EA wir nun die Integrale 


dna du cenadna.d 
ud N= 


sna— snu sna—t-snu 


werden, 


so erhalten wir 


1(M-+N) und 4M—N) EN. 


—sn?u sn?«—sn®:u 
Die Integration selbst giebt 
(M+N) u un K— 4) und 
o — 
sn? a 


3(M—N) = HrcTang(- — ArcTang (snea); 


daher die Formeln 


cnadna.du — (u, a) + Arc Tang Arc Zang(sne a), 


sna—snu 


3. 


ame K— a) — Arc Tang + Arc Tang (snc a), 


sna-psnu 


in welchen auch 2 amca für ArcTang(snca) gesetzt werden kann. 


snu sna snu 
Es ist ud ——— 
sna--snu sna--snu sna—snu sna — snu 

ena dna 


Multiplieirt man diese Gleichungen mit ——».du= 


und integrirt, 


so erhält man, mit Benutzung der vorigen Formeln, 


tina 'sna—snu na 


— ArcTang(saca), 


dna snudu __ Ina, K—a)+NXrclang — Arctang(snca), 


ina’sna-+ snu ina 
0 


und da nach $. 121. 
K— a) — 


a 


—= K—.a) 


ist, so redueiren sich die Forneln auf 


0 

F 


Sechsz 


dna snu.du 
tina "sna—snu 


4. 


dna snu.du 
tna 'sna+ sn u 


Die 


— NrcTang (= 


ehnter Abschnitt. 


$. 211. 


NrceTang (==>) — ArcTang (sne a) + (u, K—a), 


— ArcZang (snea) (u, K—a). 


4(M—N) = K—a); 
daher hahen wir die Formeln 
Arc Tang (2er) + K—.u), 


woraus wir noch sogleich die 


enu — cna 
jr enu.du __ 

k?snacna.du 
dnv— dna 


sna 


6. 


sn 


Aus den Integralen M = 


4(M-+N) 


sn? a — sn?u 


cna dna.du 


sn?a — sn?u 


also haben wir 
k?snacna.du 


dnu — dna 
k?snacna.du 


dnu—+- dna 
Hieraus folgt sogleich 


k?snasneadnu.du 


dnu—dna 


k?snasncadnu.du 
dna 


Da aber A’sna snca.u + = 
sich die beiden Formeln auf 


7. 


— — ArcTang 


beiden folgenden herleiten: 


+ ArcZang + Eu, K— a), 


(er + K—a). 


[ k’smacna.du 
und 


Arc Tang und 


folgt 


= 


NrcTang 
Arc Tang (=) — K—a). 


— k’snasnca. + ‘C(u, K—a) und 


—= k’snasnca.u— Arc Tang (==) + K—a) 


'D(u, K—a) ist, so reducireı 


269 
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snasnca.dnu.du 
dnu— dna 


k?snasnca.dnu.du __ tnu 
dnu-+ dna = Dim Ka) — Arc 


Verbinden wir die beiden Integrale 
enca dnca.du enca dnca.du 


'D(u K—a) + ArcTang 


sneu—snca sncu+snca 
so erhalten wir 


ı(M-+N) Arc Zang =), 
0 0 


snc? uv—snc?a sn?a—sn?u 


und 

— f meadncasnea.du _ ftncadncadn?u.du 

N) snc?u— snc?a 4 1 sn? u D(wK a); 
sn?a 


daher erhalten wir 


dnca.du — Tang (2: K—a). 


sncu — snCca 


9. 


Es können diese Formeln auch also dargestellt werden : 
dneca sncu.du __ dnca 


+ ArcTang +DwK—a), 


Iinca ’sncu—snca  tnca 


10. 
| dnca sneu.du __ dnca 
inca 
0 


ArcTang + D(wK—a). 


5 Verbinden wir die Integrale 
0 


enca — encu enca- cencu 


so erhalten wir 


ı(M-+N) enca dnca.du dn?u.du 'D(u 


enc? a — cnc?u sn?a — sn?u 
und 


fa dnca enceu.du — ArcTang >) 
0 


— cn?u en?u—cn?a 


— ArcTang(ena): 
daher die Formeln 


| dnca.du _ D(u, K— a) + ArcTang (>) — ArcZang(ena), 


enca — cncu 
11. 


— ArcZang + Arc Zang (en a). 


enea-+cencu 


. 
8. 

| 0 
| | 
> 

0 
- % 
Ir 
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Man leitet hieraus noch die beiden folgenden her: 
= encu.du 


cnca — u 


Dlu, K_ a) + Arc Tang (=>) — ArcTang (en a), 


12. 
dnc a encu.du 

cnca- encu 

gsnca 

= D (u, K— a) + ArcTang (= ne) — ArcTang (ena). 

$. 212. ; 

Integrale, welche von Modular-Integralen der zweiten Art und ersten Classe 2 
abhängen. 5 


n’ 
enu—cn’a du und 


Verbinden wir die beiden Integrale N= / — ra nn" 


_ enu-+tcna je 
‚du, so erhalten wir 


cnu.du kencu 
M+N)= sn‘a ) 
1-—cen'?a on?u tang k'cnc’a/ ? 


dn’ a sn? u.du = /- k?.dnc/ a tnc’a.sn? u — S(u,K'—u), 


tn’a 1— cn’?a nc’?a (1-F-k?tnc’?a.sn? u) 


und wir haben also die Formeln 
dn’a enu-t-cn’a kencu 
.du = arc tang )+SwK—.a), 


sn’a 1--cn’a cnu k’enc’ a 


1. 


dn’a ecnu—cn’a 
sn’ a’1—cn’a cnu" 


k cncu ) S(u, 


du = arctang ( a 


welche sich auch also darstellen lassen: 


tn’adn/a.du u ) 
1—cn’acnu + arc tang k’enc’a —S(uK'—a), 


If cnacnu swasıca lang ( S (u, K'—.a). 


Auf gleiche Weise findet man die Formeln 
dnc’a dnu—snc’a 
enc’ a’ 1— snc’a dnu° 


wen arc tang -) + S(u, K'—a), 


enc’a 1-+-snc’a dnu 


welche sich auch also darstellen lassen: 
dnc’a du u t (& 
tnc’a snc’ a — sn’a snc’a 
dnc’a du u 
tnc’a "1+snc’adnu  sn’asıc’a 


u = arc tang (2) —S (u, K—.a), 


3. 


S(u,K'—.u), 
4. 


— arctang (=) —S(uwK'— u). 


4 
| 
Ad 
> 
/ 
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enu 1 enu 
— cn’a ecnu en’a(1—cn’acnu) 1-F en‘a enu 
t 1 


cna cwalitcnacnu) ist, so erhält man, wenn man mit sn’a dn/a.du 


diese Gleichungen multiplieirt und integrirt, 


sn’adn/acnu.du 
1— cn’acnu 
1 kencu 
/ 
(- 'asne’ a in“ a du‘ a) uf are tang S(wK'—a), 
sn’a dn'acenu.du 
1—cn’a cnu 


( —in’a dn‘a) u--arc tang ( ) +S(uK—.a). 


sn’a snc’a k’enc’a 
Da aber — - (u, K'-o) = C(w K'-a) 
sn’asnc’a tn’a 


ist, so reduciren sich die beiden tg auf 


sn’adn/acnu.du kencu 


5 
33 dn/’a enu.du 


1--cen’a cnu 


k encu x 
= arcitang (Fe) — C (u, K'—.a). 


Auf gleiche Weise lassen sich die Formeln (4.) umformen in 


dne’a dnu.du 
1 — snc’a dnu 
6. 


1-+- snc’a duu n'a 

Seizt man in den Formeln (7. $. 211.) a: statt %, indem man zugleich k 
mit A’ vertauscht, so erhält man 


sn’acen’a sncu.du 
1—dn’a sncu 


sn’a en/’a snceu.du 
1-+-dn’a sncu 


und auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (8. $. 211.) in 


0 


= arctang (=) +D(wK'—.a), 


) —D(u, K'— a). 


+0WwK—.a), 
C(uK'—.a), 


= arc tang 


= arc lang (2 


1— dn’a sncu 


8. sn’a snc/a.du 


/ 
1+dn/asncu D (u, K'—.a) — arc tang ( 


tn’a/" 


| 
| 
— 
| 
L 
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$: 213, 
Integrale, welche von den Modular-Integralen der zweiten Art und dritten Classe 
abhängen. | 
Setzt man in den. ‚Formeln (4. $. 211.) K—.a statt a und ai statt 
ad, so erhält man 


2 | 
y sn’a cn’a snu.du — arcia 


1— dn’a snu sne 


‘ 


tn 
arctang (2) — am’a—'S(u,u). 


sn’a cn’usnu.du 
1--dn’a snu 


Auf gleiche Weise verwandeln sich die F'ormeln (3. $. 211.) in 


1 — dn’asnu 


a 
am d, 

u 

8. 


C(w,a) — are tang sncu 


und die Formeln (11. $. 211.) gehen über in 


tn/a dn’a. du c 
= 
1— cn’a enc u D(u,a) + arctang k 


tn/a dnia.du enc’a 
14 cn’a enc =D )+ arc ang (Fe 


Sie können auch also dargestellt werden: 
sn’ a dn/a encu. du 
1—cn’a encu 


ne’a k 
— aretang (= ene ‘a), 
u 


3. 


a 


= 'S(ua) + arc — arc lang (= enc 'a), 
4. f sn’a dn’a cncu.du 


1-+ cn’a encu 
—'S(u,a) arc tang — arc lang X ene 'a). 


Setzt man in den Formeln (7. 8.211.) K—a stait a und as slatt a, so 
erhält man 


k? snc’a enc’a.du 
dnu — k’snc’a arc fang tnc u + 


snc’a enc/a.du sn 


und auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (8. $. 211.) in 


k?sn’a snc’a dnu.du 
Dfu,a 
dnu—k’snc’a lang + ( 
sn’ a\ 


6. sn’ a snc/a dnu.du 

k’snc’a D (u,a) — arc tang Inc u/ 

o 
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$. 214. 


Relationen unter den Modular-Functionen und Amplituden zweier Argumente u und », 
wenn die Moduln jener Functionen ein gegebenes Verhältnifs zu einander haben. 


Im Nachfolgenden beziehen wir die Modular-Functionen der Ar- 
gumente u und a sammt ihren Amplituden auf den Modul %, also beim 
Uebergange zum conjugirten Modul auf X = y(1—A?), hingegen die Mo- 
dular-Functionen und Amplituden der Argumente v® und 5 auf den Modul 
X<k, und also auf den Modul A’>%'‘, wenn der Modul A mit dem con- 
jugirten vertauscht wird. Das Verhältnifs der Modul A und A zu einan- 
der betrachten wir als gegeben. Es sei 


1. ksaca; 
dann ist A’= duca, und es drückt diese Gleichung, wenn sie durch 


2. N == 

dn a 
vorgestellt wird, schon das Verhältnifs der conjugirten Modul zu einander 
aus. Die den Moduln % und A‘ zugehörigen Modular-Quadranten seien, 
wie bisher, X und K’, und die den Moduln A und X’ zugehörigen Mo- 
dular-Quadranten Z und Für it A=%k, also L=K und 
L'=K; füa=Kist also und L’=1}; daher ist im 
Allgemeinen 

9 Fi zwischen den Grenzen X und 47 und 
“ 12’ zwischen den Grenzen K’ und } enthalten, 


wenn die Gröfse a reell ist, wie wir hier zunächst voraussetzen. Mit Be- 
ziehung auf die vorigen Modul A und % sei nun 


4. amcv—=amcu, also =sncu, und tncev =tucı. 


Die letzte Gleichung ist einerlei mit A’tn»=k’inw, und reducirt sich in 
Anwendung der Gleichung (2.) auf 


dna snu 
tnvo = dnatnu, also mv = und 
enu 
sn? a sn? u) 


Die Gleichung snev = ist einerlei mit und wird die vo- 


rige Gleichung benutzt, so hat man 
dn u 


6. dıev= 


| 
| 
| | 
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Es ist übrigens auch A sucasucw und also 
(1—k? sn?asn?u) 
dna dn u 


am(u-+- a) (u— 


7. dacvo = 


ist und auch 


Da nach $. 12. dnatnuu = tang ( 


dn ainy = = fangamv, so haben wir die Relation un- 
ter den Amplituden: 
am (u-+-a) — am(a— u) 

2 
welche übrigens durch die nr einfachere anfängliche Relation amcev = 


8 am® 


amcu ersetzt wird. Aus den Gleichungen und cncv = 


folgt 2 cner = — cna-; encu, oder, dem $. 29. gemäfs, 


in +) = dn(ka, +).tn (ku, 7), ähnlich der Gleichung 
ino = dna.tnu; 
woraus man sieht, dafs man gleichzeitig ka statt a, ku statt u, a ‚ statt des 
Moduls k, also tet: statt des Quadranten ÄK setzen darf, wenn 
man Av statt v, -- statt des Moduls X, also A(ZL-—-iL‘) statt des Qua- 
dranten Z setzt. Hiernach verwandelt sich aber die Gleichung (8.) in 


am (N v, } an(ku+ ka, 2) +am(ku—ka, 
Den Gleichungen (4. und 5.) gemäls ist 
fru= K v= LZL, 
-- -- v=2L, 
10. -- w=3K -- v=3lL, 
- —4K -- v=4L 
u. w. 
Ueberhaupt it vo=mL für u=mK, wenn m eine ganze Zahl bezeich- 
net; daher ist auch für oder 
v— L-iL fü u= K-iK, 
v=UL—iL) fü v= U K—iK'), 
11. <ve=3(L—iL‘) fü v= 3(K—:K'), 
= 4L—iL') fü 4(K—:iK') 
u. 
Ueberhaupt wächst um 2m» L+?2niL‘, wenn um ?m K-+?niK' zu- 
nimnt, vorausgesetzt, dafs m und » ganze Zahlen sind. Setzt man in der 
36 * 
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Gleichung tnv = dna.inu das Argument v=a+iK, so wird tnu= EN 
also invo—=:, oder v =:L’: daher ist 
iL fü v=a+ iK, 


S 


12. ® 3:L für um a+3:K', 
v=5il' fü a+t5iK 
u. _W. 
Ss. 215. 


Vom Integrale vm 

Zur Beurtheilung des Zusammenhanges unter den beiden Argumen- 
ten u und v in $.214. selbst ist es nöthig, die ihn ausdrückende Differen- 
zial-Gleichung zu entwickeln. Differenziiren wir zu dem Ende die Glei- 
chung amcv = amcu, so erhalten wir zunächst —dncv.dv = — dncu.du, 
dncu.V (1—k? sn? a sn? u) 


und da dncev = ist, so erhalten wir 


dna.du 
1 1 1 


D dn a u | us 


ecnc?a cn? u) 


k ist, so kann das Differenzial- Verhältnifs in verschie- 


V cn?u+-k'? sn? u) 
denen F'ormen dargestellt werden. Da = positiv und <1 ist, aber allmälig 
—=1 wird, wenn sich % der Grenze K nähert, so wächst » beim Wachsen 
von u, aber so, dafs die Zunahmen von v kleiner als die von x sind; aber 
diese Verschiedenheit sich immer mehr der Gleichheit nähert, je näher 
der Grenze K kommt. 
Die Reihe für v hat, wie man bald übersieht, die Form 


Setzt man hierin v=mK&K, alsov—=mL, so fällt periodische Theil 
weg und man erhält mL = A.mK, also A= 7 daher ist 


Sin2yK’ +4. Sin4yK’ + Ar +4, 


Wächst u um 25K’ so mufs v» um 25L’ zunehmen; oder, setzen wir zu- 
erst wi statt und vö statt v, so muls in’ der Reihe | | 


— 
[951 
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Sin?yu Sin4yu Sin6yu Sindyu 


vo in v+2L’ übergehen, wenn x in u+2K’ verwandelt wird. Hiernach ist 


Sin(?7u+4nK') Sin(4yu+8nK’) 


Sin +12 
Sin6 K’ +.... 


Wird hiervon die anfängliche Reihe suhtrahirt, und beachtet man,' dafs 
Sin A— ©inB = 4 A—B) Cos4}(A+B) ist, so erhält man nach 
der Division durch 2 die Reihe 

L' = %.K'+ 4,.Cos(4yu 

+ 4;.808 (694 +69 K)+.... 
welche zur näheren Bestimmung der Coefficienten A,, A,, 4, etc. dient. 
Da der Werth der Reihe von der Gröfse des Argumentes v unabhängig 
ist, so kann man auch um K’ vermindern und —- statt © setzen, wo- 

durch man erhält: 


K 
Nach $. 52. der Theorie der Poteuzial-Funectionen ist aber 
0 = 1?Eosu— 3 3u—4 —.... 
0 = u — 2u + 3° u— 4 —.... 


u. w. 
und multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit 20, die zweite mit 
20,, die folgende mit 2Q,, und so fort mit 20,, 2Q, etc., so erhält man 
durch die Addition der also gebildeten Gleichungen: 
Cos2u 

Cos4u 
Man leistet also der vorigen Bedingungs- Gleichung Genüge, wenn man setzt: 
K.L'’—L.K' | 
= +2(0+ 0, + 0,+ 0, 
+ 309, +30,+3°0,+3° 0, +...) 


| 
| 
= 
Ä 
| > 
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+50, +....) 
u. w. 

Die Gröfsen Q, Q,, etc., welche in den Ausdrücken A,, A,, 4,;, 
A, etc. vorkommen, hängen von den Moduln % und A, oder auch von % 
und « ab. Will man jene Gröfsen bestimmen, so geht man namhaften Weit- 
läufigkeiten entgegen; woraus soviel hervorgeht, dafs man lieber umgekehrt 
das Integral 


A, 
A; 


I 


dna.du 
Y(1—k? sn?a sn?u) 
dadurch bereehnet, dafs man aus Ak, « und % nach den Formeln des $. 214. 
am» oder amcv, oder auch die Modular-F'unctionen von v, und hier- 
aus das Argument »v selbst nach den Formeln $. 55., $. 57. und $. 58. 
herleitet. 


vv = 


S. 216. 


Die conjugirten Relationen unter den Amplituden und Modular-Functionen der 
Argumente x und v, wenn die Moduln jener Functionen das vorhin gegebene 
Verhältnifs haben. 


Von dem Integrale v = enu.du dnasnceu.du 
= y (snc? a— sn? u) a—cnc3u) . 
0 


Wir erhalten die conjugirten Relationen dadurch, dafs wir durch- 
gängig ui statt u, ai stalt a und v; statt » setzen, indem wir zugleich 
jeden Modul mit dem conjugirten vertauschen. Die früheren Modular- 


Gleichungen A\=ksnca ud = verwandeln sich dadurch in X’ = 


k 
k'snc’ai md oderA=ksnea und Ne, d. h. die Mo- 


dular-Gleichungen des $. 214. bleiben ungeändert, Die Gleichung sncv = 
snc# verwandelt sich nun in 

1. dnv = 
also ist Asnvo=ksnu, und hieraus folgt 


snu 
2. = — 


snca 


Hierin verwandelt sich auch die Formel (5. $. 214.) unmittelbar. Iu glei- 
cher Weise erhält man 


> 

4 

x 

= 
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tnu sn u 
snoaVY (1—k?tn?a tn?u) V (cn? u snc? a — sn? ucenc? a) 


sn u 
4. av= a). 


V\snc?@a—sn?u) ’ 
k 
Ferner ist z = cucu, und da — 


3. = 


3, =, cna@ ist, so findet sich 


5. also sncv = 


Die Formel (8. $. 214.) verwandelt sich nun in 
6. Lamo = 4lfam(u +a)+R am(u—u)). 


sn 
Differenziirt man die Formel = 


2 2 
enu dnud.z undda dnv=dna und cnv— 
Snc a snca 


enu.du 
a— sn? u)" 


nu cnc u 
Da sich die Formel me = “ in nev = verwandelt, wenn 
snca cena 


‚„ so erhält man cnv dnv.dv = 


ist, so ergiebt sich 


k'u statt u, k’'a statt a, Av statt v, statt k und 3; statt gesetzt wird, 


und die neue Formel mit (5.) übereinstimmt, so ist Ai Zulässigkeit dieser 

Abänderung dadurch bewiesen. Hiernach verwandelt sich die F'ormel (6.) in 
8 = 4[%(4r—amc(u+ a)) + — ame (u— a))]. 

sncu.k du 


4 V (en? a— cenc? u) 


Die Formel (7.) verwandelt sich zunächst in Av = 


da TEL ist, so ist 


dna 
dn a sncu.du 
= u)" 
Es kann die Integral-Formel $. 215. auch sogleich abgeändert werden in 


snca V (l—k?tn?a tn? u) 


Der Gleichung snv = gemäls ist 
snca 


L fü vu= K, 
v=2L fr 
11. v=3L für v=3h, 
v=4L fü v=4K 


u SW 


| L 
| 
N 
| 
| 
1 
= 
; 
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Der Gleichung dnv =dnu gemäls ist 
12. e= L+ :L fü u K-+ und 
ve mL+n:L fü v=mK-+niK', 
wenn unter m und » ungerade Zahlen verstanden werden. Auch folgt 
noch aus der Gleichung sn» = , dafs 


snca 
13 v= 233 L für 
ve=3:L für vw=3iK 


u. 8 ist. 


Die Gleichung dn® = ist einerlei mit cos am (Av, = cosam (ku, 2): 
daher ist 


14. am (nv, +) = am (ku, 


der einfachste Ausdruck des Zusammenhangs zwischen % und v mittelst 
der Amplituden. 


217. 
Die Umkehrung der ursprünglichen Relationen unter den Argumenten v und u 
mit Moduln, welche das frühere Verhältnifs zu einander haben. 


dv 
snc’b.y(1+ 4? tn‘*b sn?v) " 

Zur Umkehrung der in $. 214. entwickelten Relationen unter den 
Functionen der Argumente % und v ist es zweckmäfsig, noch ein Argu- 
ment 5 dem Argumente « gegenüber zu stellen und die Fuunctionen des- 
selben auf den Modul A und also auf A’ zu beziehen, wenn, wie zunächst, 
der conjugirte Modul zu nehmen ist. Wählen wir das Argument 5 so, dafs 

1. am’b =-ama, 


Von dem umgekehrten Integrale u —= 


so ist auch 
2. sudb=sna, tndb=tna. 
k'’sna 


Ferner ist X sn’b= oder auch 


Nsndb=cuca, smeb=dna, acb=ksna, 


sncb=k'‘, ducd=Xk, oder k= 
Vergleichen wir nun die Formeln des $. 214. 


ksnca und — mt und k= 


2 
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so haben wir den Lehrsaiz: Vertauscht man a mit b, so mufs man gleich- 


zeitig k mit N und mit vertauschen. 


Es ist Atn’b = ksnca ina = und da nach $. 214. snv 


ksna sn 
ist, so ist Atu’bsnv = 


Y (1— k? sn?a sn? u) Y (1— k? sn? a sn? u) 
(L+N sn’v) (1— Ak’ sn’asn’u) = 1, oder auch 
(1— X? sn? (bi) sn’v) A’ sn’asn’u) = 1. 
Diese Formel drückt den Lehrsatz aus: Man darf v mit u und X mit k, 
also N' mit k' vertauschen, wenn man a mit bi vertauscht, 
| In Anwendung dieses Lehrsatzes, wodurch eine Reciprocität aus- 
gedrückt wird, lassen sich alle Formeln und Bestimmungen des $. 214. 
sofort umkehren, wenn man nur beachtet, dafs wegen der Vertauschung 
der Moduln A und % auch die Quadranten Z und K und Z’ und K’ mit 
einander vertauscht werden müssen. 
Bei der angezeigten Veränderung bleiben die Formeln (4. $. 214.) 
ungeändert. Die Formel in» = dna {nu verwandelt sich in 
nv ferner ist — 
sne’b snc’b 2? tn‘? sn?v) ? 


cnv 
5 = 


folglich 


iny = 


-- - und dnz = oder 
V (14-2? tn‘? b sn? v) V (144? sn?v) 


2 ‚2 2») 
dncv =— = sone’ b dnev tn” b sn’v). 


Die Formel (8.) verwandelt sich in 

6. amu = + am(v—b;)) 
und hat nun also eine imaginäre Form. Füre=Listu=K, für v—=?2L 
it u=2K u.s.w. Ferner ist für 


dneu= 


i(D—b), 
v= :ı3L’—b),, u=3iK, 
u= 4iK', 
u= i5L’—b), u=5SiK' 
. W. 
Das im $. 215. entwickelte Integral verwandelt sich aber in 
8 u = 


sne’ b sn? v)' 
Obgleich also der Zusammenhang zwischen « und v so verwickelt ist, 
dafs weder v durch , noch umgekehrt « durch v sich bequem ausdrücken 
läfst, so ist dennoch die Differenzial- Gleichung umgekehrt worden. 
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$. 218. 


Die Umkehrung der conjugirten Relationen unter den Functionen der‘ Argumente v 
und «, deren Moduln das frühere Verhältnifs zu einander haben. 


In’b.cnv.dv dn’b.sncev.dv 
J ylıl—cn‘?b cnc?v) 
0 0 


Auch die Formeln des $. 216. können in Anwendung des in $. 217. 
bewiesenen allgemeinen Theorems sofort umgekehrt werden, ohne dafs der 
durch die Formeln $. 217. ausgedrückte Zusammenhang zwischen den bei- 
den Constanten @ und 5 dadurch verändert wird. 


k’sn 
Da nänlich = — cenca ist, so ist A sn’b.tnv = 


tnu k'tna tnu 
IincaV (1—k’? in? a tn? u) — k’? tn? o tn? u) 


1. sn”d tn?v) = 1. 
Diese Gleichung drückt aber aus, dafs % mit v» verlauscht wird, wenn man 
k mit A, k’ mit X’ und a mit bi vertauscht. Hiernach bleibt die Gleichung 
2. duv 


‚ oder Asu’dtnv—= va ‚ und also 


ungeändert. Ferner ist 
dn’b snv 
V (1— du‘?b sn? v) 


dn’b.tnv 
V (1-+4°? sn‘?b in‘? v)? 
4. 
= am(+bi) +Ram(v—bi)], 


1 1 
6. am (ku, am (nu, 
Die Formeln (7. und 10. $.216.) aber verwandeln sich in 


dn/denv.dv __ dn’b snev.dv __ dn’b.dv 


3. 
oder tina = 


u= 


Ferner ist 


u= K L-b;, 
u=2K fü v=24L, 
8 u=3K fü v=3L-Jbi, 
u=4K fü 
u=5K fü v=5L—bi 
u. 


Auch ist für v—=iL’ und v=K+iK fü v=L+iLl‘ Die 
Formeln (8.) gelten vereint mit den Formeln (10. $. 237.), daher gehören 


| 
| 
| 
£ 
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folgende Werthe zusammen: 


u= Krta, ZL, 
v= Lr+bi, 
u=353Krta, ve=3L, 

9, u=3K, v=3L+bi, 
u=4äK, v=4AUL, 
u=5Krta, v=5L, 
ve = 5L+b: 

us w. 
$. 219. 


Ein neues Geschlecht von Integralen, welche sich als Modular -Integrale der zweiten 
Art darstellen lassen. 

Wir befassen uns zunächst mit denjenigen Integralen, welche sich 

als Modular-Integrale der ersten Classe darstellen lassen. Nach $. 118. 


ist mit Beziehung auf den Modul A, woran schon die Gröfsen v und d 
erinnern, 


tn’b dn/b.sn?v.dv 
® 
6) J sn'2d(1-+4? tn‘?b.sn?v)? 


A? tn’b.cn?v.dv 
Ce, b) =/ (i+ tn‘? b.sn? v) 


tn’b dn/b.dn?v.dv 
D(v,b) 


1-+ 4? in’?5.sn?v 


1 2 
Da nun nach $. 217. 1— KA’ sn’u und 
dv EINEN dna.du al 
dv 


2? 
dna. du y(1—k’ sn’a sn’u) 


ist, so erhält man 
sn?v.dv a.sn?u.du 
YV(1—k?sn?a sntu) ’ 
en?v.dv dna.cen?u.du 
dn?v.dv dna.dn?u.du 
143%? in?bsn?v sn?asntu) 
tn’b dn‘b 
cn’? b 


Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit 


‚„ welches nach 
37 


7 
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tnb d 

die dritte mit tn’d du’ so erhält man durch Integration die 
drei Formeln 


$. 217. gleich a ist, die zweite Gleichung aber mit —— 


k?sna.sn?u.du 
S (u, 5) V(1—k?sn?asn?u) 


k?sna.cen?’u.du 
1. C(v,b) V(1—k? sn?asn?u)’ 


D(v, b) = dn?u.du 


1—k? sn?asn?u) 


in welchen die Gröfsen % und v, so wie @ und 5 nach den in $. 214. und 
$. 217. entwickelten Formeln von einander abhängen. 

Vertauschen wir in diesen Formeln A und k, w und v, a und di, 
so erhalten wir die reciproken Formeln 


S(u,a) = tn’b.sn?v.dv 
(144? in‘? b.sn?v)? 


tn’b.en?vdv 


D(ma) = V( v)” 
in welchen der Zusammenhang zwischen % und v, zwischen « und 5 und 
den Moduln A und % derselbe ist, wie in $. 214. und $. 217. Die drei 
Modular-Integrale haben den Modul A. 
Vertauschen wir iu den Formeln (1.) die conjugirten Modul, also % 
mit % und A mit A’, indem wir ai statt a, bi statt d, wi statt vu und vo 
stait » setzen, so erhalten wir 


k’?tnatn?u.du k’?tna.sn?u., 
S (v, b) = fa — k’?: tin?atn?u) sn? u 


cnu 
k’?tna.du k’?tna.du 

3. uV (1—k'? tn?a tn? y sn? u 

0 cnu 

tna.dn? u.du tna.dn?u.du 
— 
D(v, = uY (1—k'?tn?atn?u) N sn? u ) 
snc? a 


In diesen Formeln beziehen sich die Integrale ‘S(v, 5), ‘C(v,d) und ’D(v, 5) 
wieder auf den Modul A. Den Zusammenhang zwischen % und v» drücken 
die Formeln $. 216. und die $. 218. aus. Der Zusammenhang zwischen « 
und d, A und A, A und A’ aber ist der frühere. 


- 
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Durch dasselbe Verfahren verwandeln sich die Formeln (2.) iu 


sn’btntv.dv — /. sn'’b sn?v.dv 
7 sn’?b in?v) cnvV (1—dn’?bsn?v)’ 


o 
4. = sn'b.dv 
2 2 
= sn’b dn?v.dv f- sn’b dn?v.dv 


on? vV sn’?b tn? v) env V (1— dn‘?5 sn?v)’ 
en? v V sn‘?b tn? v) onv V (1— dn’?b sn? v)' 
In diesen Formeln ist der Zusammenhang zwisehen u und v» wieder der- 
selbe, wie in $. 216. und $. 218. 
dna.du 
V (1—k?sn?asn?u) 
folgt durch Multiplication und Integration: 


und dn?vo 


Zusatz. Aus den Formeln dv = 


dn? 
1— k?:sn?a sn? u 


dn a dn?u.du 
= sn? a sn? u)? 
dv dn? v 
sne’bV (14+4? tn‘?5 sn? v) und 1-+2? tn? b 
folgt auf gleiche Weise die reeiproke Formel 


dn?v.dv 
snc’b VAR? sn? 


Der Zusammenhang zwischen % und v in diesen F'ormeln ist derselbe wie 
in $. 214. und $. 217. Aus den Formeln dv = a FearErn 
dnv = dn«w $. 116. folgt 


7. elv = 


Aus den Formeln du = 


6. elu = 


und 


enu dn?u.du 
(snc? a — sn? u) 


Die reciproke Formel ist also 
dn’b env dn?v.dv 
sn? v)" 


Der Zusammenhang zwischen % und v® in diesen Formeln (7. und 8.) ist 


derselbe wie in $. 216. und $. 218. Die Function elv bezieht sich auf den 


Modul \=ksnea und die Function elw auf den Modul k=-,. 


8 eu= 


$. 220. 
Reihen für die Integrale f "—u.dameu und f "u.damu. 
0 0 


Differenzürt man das Product w.ameu, so erhält man d(w.amc«) 
= u.damceu+amcu.du; daher ist rückwärts: 


; 
3 
| 
| 
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/u.dameu = u.ame®a — /ameu.du und eben so 


0 


0 


0 
Diesen Formeln gemäfs hat man nur die Integrale f ama.du und /amcu.du 


in Reihen zu entwickeln, und zwar in solche, "welche rasch convergiren, 
wenn der Modul k< sin} ist, und auch in solche, deren Convergenz 
grofs ist, wenn Ak > sin} ist. 

sin u sin4yu sin6Yu 


plieirt man diese Reihe mit 9 dw, so erhält man durch Integration: 
2 
J dyu) = const. + — +. +. — — 
Setzt man, um die Constante zu finden, v=0, so hat man 
1 1 
x daher erhält man rat Subtraction: 


= const.— 


sin?yu sin? sin?3nu sin? 4yu 


0 
Da 17 — amcu = yu— 


sin?yu sin4yu 


findet man auf gleiche Weise 


sin?»yu sin? sin?3n7u 
S (dr — ame u) dlqu) = — TE 
0 . 
ı sin?4yu 
tr 
Die Reile 
Siny’u _2p? Sindylu | _2p" 
giebt, mit d(n‘w) multiplicirt, wenn man der Kürze wegen 


Cosy'u _2p? | 2p? | 
Jan. 5 "Sind kt 25 ++... const., 


0 


und wird v= 0 gesetzt, so hat man 


0 = SinyK 32 + 2 "Sindy’K const., 


also ist 


3. ama.d(n'u) = 


0 


4p _4p? | 4p° 
Siny’K 3?" 52 " Sind‘ K 
73° 


Pr 

» 
fu. damu u. amu am u.du, 
> 
3 | 9 5 

| 
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Diese Reihe convergirt desto rascher, je gröfser der Modul % ist. Es bleibt 
noch das Integral ® (y’w) nachträglich zu entwickeln übrig. Es ist bekannt- 
daher ist 
Setzt man, um die Constante zu finden, = 0, so hat man 


2002 


Im achten Bande des gegenwärtigen Journals befindet Eu eine 
r Clausen berechnete Tabelle der Werthe der Reihe sin® + 5; sin 2® 
+2 1 sin4Q® .... Selzt man in dieser Reihe ® so wird sie die Reihe 
u: 34, also 434 = 0,91596 55941 772190, und folglich 
— 1,53193 11883 544380. 
Andere Reihen für das Integral D(n’w) findet man an einer späteren Stelle. 


Gehen wir nun von der Reihe E 


Siny’u u Sindr’u Sind u 
1 — am 25 — 2 7u .... 


aus, so finden wir sofor: 
4. amcu) d(ny'u) = 


Sin? __ 4 Sin? 4 _ 4 Sin?}(77 u) 
Siny‘K 3? Gindy‘ Sinsy’K 72° 
Aus den vorstehenden Reihen folgt 


f n?u? sin? yu sin? sin?3yu 
sin? 
— nu.dame nu (Ar — ame u) — — 3. 
sin?3nyu sin? u 


14 4 Sin? 1 4 An?ı (37 ) 
0 
4p® u) 


\ 52" 


9 | 
— — — 
consk di 32 52 72 also 
[3 
| — 
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Die beiden ersten von diesen Reihen convergiren rasch, wenn k< sin} 
oder nicht viel > sin} ist; die beiden letzten convergiren rasch, wenu 
k > sin 1 ist. 

$. 221. 


Merkwürdige Ausdrücke für und eleu. 
Setzt man in $. 96. die willkürlichen Gröfsen / =1, «=0, b=0 und 


a’ = 1, so erhält man, der dortigen Formel a’ da = 1(ba'— ab‘ 
gemäls, KdK'—K'dK= Ri; und wird, wie früher in 8. 175. und 
$. 179., 
md v- 'K=lr 
KaK’—K'dK \? dk 
gesetzt, so ist , also dv=—(57) oder 
dk 
dv 
1 


und also rückwärts dk=— —,.kk”.dv. Wird dieser Werih in den For- 
meln $. 93. substituirt, so erhält man 


dK dE (K— FE) 
dK' E'— dE' k? (K'—E') 
dv N dv 
d(K—E) __ k?.E d(K’—E’) k'2, 
dv er dv 


dK 
Ferner ıst „= also also ist 
dy _ K _ 2E 


du du—k?snusncu E— eleu 
Nach $. 90. ist = —u= wen 


amm als constant angesehen wird; daher ist unter derselben Voraussetzung 


3 du kK?.u—(E- elcu) 
dv 


. d 2E. ı nd | 
so erhält man 
„Bleu _ 


Da su=4r —n(K—u), also d(yu) = — d(n(K—u)) ist, so findet sich 
—d(n(K—u)) __ elcu E(K—.u) 
dv 


- & 
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Setzt man in dieser Gleichung K— u statt u, so erhält man ne 


dv 
unter der Voraussetzung, dafs constant ist, und also rück wärts 


w E d 

elu für amcw = const. und 
4. 

elcu = für amı const. 


Es ist nicht von beiden Gröfsen amw und 
als constant angesehen wird, da das Product tang ameu = % ist und also 
von abhängt. 


Da v.v’ = (1m), so ist 4m — er. dv‘ oder 


daher ist 


5 du __ E—eleu—k'?u 


mw für = const., 
dK _ 
dv‘ — also 
d(K— lceu—k’?(K— 
— k/}, 
6. Au - für ameu = const. 


Vertauscht man in der Gleichung (2.) die conjugirten Modul, so erhält man 


E 
oder 


und da der Formel (6.) gemäf: 17 ei ER ist, so erhält man durch 
Addition 


eiu— (1-7) u 
d(n’u) __ K' 
dv n' 


oder rückwärts 
u 
7. ’.eu= (1— für —= eonst. 
Setzt man in dieser Gleichung K—u statt u, so erhält man eleu = 
d(v’— E' E' 4 


dv’ 
E E' \ 
undda 1-7 =— 5K also 2) K= E— ist, so erhält man 


8. eleu= E—(1—- für amu = const. 
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fx. 
x 
> 
— — k? 
u.dn 
— 
dv’ 
3 
4 
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$. 222. 
Reihen für die Integrale % — elu.d amcu und elcu.d amu. 
0 


o 
Da nach $. 221. elu= wenn ist und 
amc« als constant angesehen wird, so ist auch 


d(yu).d amcu 


l 
a und also 


— elu.damcu = 


San damcu = —yu. 


Das Integral ’B —nu.damcu wurde schon im $. 220. entwickeli; das In- 


mc u 


—, oder auch 


tegral aber kann auf zwei verschiedene Arten gelun- 


den werden: man kann entweder d (yu).amew nach % integriren und 
das Integral wieder in Beziehung auf v so differenzüren, dafs vw und 
„u als constant betrachtet werden, worauf man durch dv dividirt, oder 


kann auch zuerst das Differenzial- Verhältnifs in der angege- 


benen Weise entwickeln, dieses dann mit d(n«) multiplieiren und integri- 
ren; beide Verfahrungs- Arten führen zu demselben Resultate. 


sintyu sindyu sin6nu sindyu 
ist, so ist 
damcu__ Zang?v . sinIyu Zangdv. sindyu 


C032v 


und also 
?v.sin? yu + ang 4v. sin? + 


Substituiren wir auch die zweite von den Reihen (5. $. 220.), so erhal- 
ten wir 


= 


1. S"—a.dameu 


0 
sin? yu sin?2yu Sin?dru sin?4 u 
Co827K’ 4.Cos4nK’ T 
2n Zang?7, K’. sin? Zangdy K’. sin? 27 Tang6nK’.sin? Inu 27 Zang8n K’. sin? 
1.602570 K 4.608687 K 


2E u? 


3 
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Diese Reihe hat einen hohen Grad der Convergenz, wenn der Modul 
k< sin} ist. Wr erhalten noch sogleich eine ähnliche Reihe, wenn wir 


ku statt uw und - = statt des Moduls % setzen; dadurch verwandelt sich elx 


E— 
in also E in und in daher erhalten wir 
(E—elcu) damu 
(qu.amu— _ sin’yu sin? 27 u _ Sin?4yu _ ) 
2 1.605627 K 4.60547K’ 9.Eos6nK' 


2n Zang6n K’. sin? Inu 
2.608547 K’ 3.608567 
ZangSyK’. sin? 
4.6058, K’ 
Multipliciren wir die TE (7. $. 221.) mit —damcu, so entsteht 


oder 

Da nach $. 220. 


u Sin’ 4 , 4 Sin? 


+ sin?yu + 2n K’. sin? 2yu 
1.6052, K’ 


ist, so ist 


d(nu).d ame u 

dv’ 

, Cot3v/. Sin? 4 Gotäv‘. Sin? 
Sinv’ Sin3v‘ 5° Sindv’ 


daher erhalten wir durch Zusammensetzung 
3. elu.damcu = 


st "SinyK SiniyK Sin K 

Sin” K 3° 5° 


Der Formel (8. $.221.) gemäfls ist E— eleu= (1— +. also 


2 yu. Da die Reihe (3. $.220.) auch 


en 
= 
v 
T 
> 
+ 
1 
— 
{ 
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also dargestellt werden kann: 

d'u).amu—= + (Cotv’—1). Sin’ (Sot30’—1). Sin? 


so hat man 
dv’ 1 Sin?v 3' Sin?3v 5° 
und also 
4. SE—eleu) damu 
2(K'—E') 4p ‚Sin? , 4p? 


4° , 49’ Sin? 4’ Sin?än'u Sin? fu 
Die Formeln (3. und 4.) eonvergiren rasch, wenn der Modul k > sint7 ist, 
und es hat DP(y’u) dieselbe Bedeutung wie im $. 220. 


Anmerkung. Im zehnten Bande des gegenwärtigen Journals ist 
in der Abhandlung; „Motus corporum coelestium in medio resistente auct. 
Dr. Sohncke” die Auflösung des erwähnten Problems auf die beiden Inte- 


grale "— u.dameu und —elu.dameu zurückgeführt. Die beiden 


Integrale sind am angeführten Orte in Reihen entwickelt worden, welche 
mit der zweiten von den Reihen (5. $.220.) und mit der vorstehenden 
Reihe (1.) übereinstimmen. Aus Rücksicht auf das angeführte Problem sind 
hier die zu benutzenden Reihen in gröfserer Vollständigkeit entwickelt 
worden. Andere Reihen für dieselben Integrale sind am Schlusse des Zwei 
und zwanzigsten Abschnitts hergeleitet worden. 

(Die Fortsetzung folgt.) 


_—— 
| 
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16. 


De integralibus quibusdam definitis, quorum summa 


ad quadraturam divisionemque circuli revocatur. 
(Auct. F. Richelot, prof. math. in univ. Regiom.) 


Üntegralia, de quibus sermo est, in eorum numero sunt, in quibus sub signo 
integralionis functio algebraica invenitur, ita ut ad genus funclionum circu- 
larium, integralium ellipticorum, Abelianorumque pertineant. Limites inte- 
gralionum tales sunt, pro quibus functio irrationalis sub signo integrationis 
evanescit, vel abit in infinitum. Quorum limitum numerus si duo est, inte- 
grale unum, definitum inde prodeuns, pendere a quadratura circuli, dummodo 
summa exponentium factorum linearium irrationalium numerus integer sit, ex 
elementis calculi integralis constat. Jam vero si numerus limitum par at- 
que maior quam duo est, inveni, summam integralium definitorum, quae simili 
proprietate gaudent, non minus revocari posse ad quadraturam divisionemque 
eirculi. Demonstrationes vero, quibus relationes has memorabiles invenis 
comprobatas, ut in principio in aequalionibus nituntur, quas ex casu speeiali 
theorematis notissimi Abeliani prodeuntes considerare licet, unde, lemmatibus 
nonnullis, quae in articulo I. exposui, advocatis, relationes illas, quibus inte- 
gralia definita comparantur, deduxi. In artieulis II. ei III. exposui casum 
simplicissimum, ubi unum integrale determinatur, in ceteris summam integra- 
lium ad qnadraturam eirculi reductam invenis. 


Similem iheorematis Abeliani applicationem ad integralia indefinita 
invenis in articulis 6. et 7. commentationis celeberrimae „De functionibus 
duarum variabilium quadrupliciter periodicis” (vid. Diar. Crell. tom. XI1.). 
ubi auctor illustrissimus hanc relationem inter {ria integralia derivat: 


wi 


N 
[57 


Ibi per X denotatur functio : 
2 1 — Wa) 1— ur) 


alque Sunt radices aequationis tertii ordinis ab una quantitate 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft.4. 39 


# 
4 
# 
- 
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pendentes, quae simul pro eodem huius quantitatis valore fiunt: 


1 
a,=1, 5: 
Unde oritur relatio inter tria integralia definita. Similis aequatio, si ponitur, 

inter n integralia ibidem proponitur. 

Expressiones, quibus in generaliori casu aggregata integralium formae 
a me adoptatae determinantur, pro limitibus similiter indefinitis, ac in exemplo 
modo allato, alia integralia indefinita continent, quae nonnisi per formulas 
valde compositas determinari possunt. Quam ob rem hic expressiones con- 


einniores, quae pro limitibus definitis antea assignatis valent, solas deri- 
vare placuit. 


Antequam ad rem ipsam aggrediamur, nonnullas denotationes, lemma- 
taque tria antemittere velimus, quibus in sequentibus utimur. 


Primum per signum radicale: 
n 
si X reali valore positivo gaudet, unum valorem positivum significabimus, 


alque per signum 
1 


si X valore generaliori formae A-+- Bi gaudet, expressionem hanc: 

0 

VR (cos +isin), 
ubi ex aequationibus 

A= Reos!, B= Rsind,* 

quantitates R et 9 ita determinantur, ut illa positiva sit, et haec limites 
—7 ....0, vel O et +7 haud superet. Deinde per signum: 


m 


n 


X 
designabitur expressio : 
yR (cos sin.) 
atque si X, valore formae A,-+B,: gaudet, aique eodem modo ac antea, 
R, et $,, determinantur ex aequationihus: 


4, = R, cosd,, B, R, sind, , 


1. 
4 
13, 
-; 
3 
= 
pr 
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per 


m 
n ny 
X, 

expressio haec 


v(R"'R ) (cos +? sin 


nn, n, 


exprimetur. 
Porro cum aliis geometris denotatione 
| [Fe], 


utamur, ut coefficiente potestatis x? in evolulione ipsius F'x secundum de- 
scendentes potestates argumenti = progrediente, et denique per signum 


Fx 


Fe ...+Fx, 
aeque ac distinctius, si F'(x,b) functio duorum argumentorum est, per 


F b) 


expressionem : 


expressionem: 


Fa, ...+F(e,, b), 
repraesentare placebit, ubi quantitates 


X, 
dati alterius argumenti valores sunt. 
Quibus positis habemus hoc notissimum 


Lemma 1. hac aequatione expressum: 


fx fb v fx 


si fx et ®x sunt funciones ralionales integrae, quarum haec ordinem v 
aequat, et per 


X, 
radices aequationis 
Pr =0, 
nec non per valor quotientis differentialis denotan- 


tur. Quod lemma ex aequatione identica de theoria fractionum rationa- 
lium derivata: 
sponte prodit. 


39 * 


$: 
= 
; 
| 
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Deinde e prineipiis calculi integralis emanat hoc 
Lemma ?2. Si functio F(x, £), quae variabilem 7 ab ipso x non 


pendentem involvit, pro omnibus ipsius # valoribus, haud extra limites m, et 
m, iacentibus, aeque ac integrale definitum 


F (x, 


in series secundum potestates descendentes argumenti x progredientes 


evolvi potest, quae pro valoribus satis magnis ipsius x convergunt, gene- 
raliter erit: 


Similiter ex theoria serierum sponte prodit hoc 

Lemma 3. Si functio F(x,t-+A) pro valore {= in seriem Tay- 
lorianam, nec non functio F(x,) simul cum ipsius differentialibus secundum /, 
pro eodem valore 2=b in series secundum potestates ipsius x descenden- 
tes progredientes evolvi possunt, quae pro valoribus satis magnis ipsius x 
convergunt, erit: 


0” F(x,b) 
b* 

secundum f, pro valore =b. 


= ’ 
| 


ubi generaliter per exprimitur valor quotientisdifferentialis ordinis #, 


Initium facere placet cum integralibus, quae functionem 

involvunt. Quae integralia, quamquam indefinite secundum regulas notissi- 
mas caleuli integralis determinantur, tamen credo, ipsorum expressiones gene- 
rales, ex theoria sequenti prodeuntes, attentione Geometrarum haud prorsus 
indignas esse. Hic vero nonnisi casum, si limites integrationis «a, et @, 
sunt, exponere velimus. 

Ponamus quantitatem —a, esse positivam, alque statuamus aequa- 


tionem hanc: 
1. = 0, 


cuius radicem x ut functionem variabilis £ spectare placet. Dum quantitas t 
reali valore quolibet gaudet, terminus prior aequationis (1.) po x=@,, 
negativo, atque pro x = positivo valore induit; ergo eius radıx x, 


= 

T 

= 

SER 

4 
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dum ? realis manet, continetur in iniervallo @—a,. Adeoque ex formula 
inde prodeunte: 


x 
differentiata, sequitur: 
_ 
02. 


quae expressio, cum semper negativo valore gaudeat, docet, radicem x, dum 
variabilis 2 ab O usque ad infinitum continuo progreditur, ipsam ab «, usque 
ad a, continuo decrescere. Inde ex aequat. (1.), denotatione in articulo I. 
adhibita, variabilique ? ut positiva assunta, derivaiur haec formula: 
2. = 
Loco aequationis (1.) introducamus brevitatis gratia hanc: 
= 0, 
qua differentiata habebimus: 
3. 
ubi brevitatis gratia ponitur 
4. 
3. —a) = Pt. 
Aequationis (3.), priorem terminum, per expressionem : 
Js 1 1 
(e—b) V ((a,—x)(x—a,)) px’ 
atque posteriorem, per quantitatum huic identicam : 
2 
multiplicemus, ubi fx quaelihet functio rationalis integra ipsius x est, atque d 
quantitas quaelibet quae, si reali valore gaudet, maior quam «, vel minor 
quam 4, assumitur. Quo facto habebimus hanc aequationem : 


6 fx 0x 2fxz dt 

Iam vero ex lemmate primo sequitur fore: : 
7 [ | m _ < 


six, est radix aegationis 

Quae radix in altero termino aequationis (6.) per x designata est, unde fit 
per substitutionem formulae (7.): 


fx 0x 2fb 


v 
3 
= 
> 
- 
e 
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Huius aequationis differentialis integrationem faciamus, in altero termino ab 
usque ad z=a,, alque in altero, ab usque ad O0, nec 
non adhibeamus hie lemma secundum, quod suppeditat formulam : 


quae, quia funclio fx variabilem : non involvit, abit in hanc: 
di 
(= — b) 

Quibus colleciis habebimus hanc aequationem : 


F 0x 


ot 2fb dt 


unde prodit integratione peraota, aequatio haec: 


fx dx 
(@—b)V (a, —x)(@—a,)) 
b=a 
ubi in ultimo termino denotatione art. I. usi sumus. Si quantitas d realis 
est, atque differentia a, posiliva, erit 


1 1 
b—a, \b—a, V(b-a,)(b—a,))’ 

sı vero b—a, negativa est quantitas, eadem expressio fit: 
1 1 
b—a, \b—a, V ((a,—b)(a,—b))' 
Si generaliter 5 forma m-+ni gaudet, sit: 

b—a, = (m—a)+ni = r,(cos9, +:?sind,), 

b—-a, = (m—a,) + ni = 
ubi arcus et 6, simul aut positivi aut negalivi limitis z aut — superare 
non debeant. Habebimus ex articulo I.: 


b—a, 
quia differentia 9, limites aut —r nequit, unde fit: 


1 1 (cos ‚+ _ sin +9») 


’ 


b=a, \b—a,/ 
quae expressio cum valore formulae : 
1 
(b—a,)i(b—a,)’ 


eoineidit. 


— 
| 
| 
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Quibus collectis eruitur hoc primum theorema : 
„Si fx designat functionem integram ipsius x rationalem, atque a, et «a, 
„sunt quantitates reales, d vero quantitas aut imaginaria, aut realis talis, 
„ut aut 5—a, aut ,—b positivum sit, valor integralis definiti 


fx 0x 
„ad quadraturam circuli per hanc expressionem reducitur : 


„ubi denotationes articuli I. adhibentur.” 


Corollarium 1. Si ponitu fe erit: 


Fx 0x | Fx | 

V (la, —x)(x—a,)) V((z=—a,)(2—a,)) 

und i@as=1, ponitur, emanat hic valor integralis definiti uo- 
tissimi : 


J "(cos —=r 


Corollarium 2. Si in aequatione utrumque terminum ut functio- 
uem ipsius spectamus, atque (m —1) differentiationes secundum 5 facimus, 
obtinemus, lemmate 3. adhibito: 


aı 


0x 
a2 («—b)"V ((a,— —a,)) 
Jb 
(B—a,%(b— a,)% 


Ponamus in aequatione (10.) ex ordine: 
ed b=b, 


F'b, 

al 

Fr, fs; et b = 
etc. 


ubi da functio integra ipsius x est, nec non 
| Fx (c—b,)(x —b,) (x—b,), 
ponitur, atque aequationes inde oriuntes per additionem coniungamus, quo 


2 
» 
5 
5 
| 
| 
- 
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facto, cum sit 


Fx (@—b5,)F'h, («—b,)F'h, — (2 —b,)F’h,’ 
oritur haec aequalio : 


12. 

ubi signum summatorium in articulo I. introductum adhibetur. Bursus 
animadvertendum erit, si quantitas b,, exempli gratia, realis fuerit, termi- 
num ipsi d, correspondentem summae fore, 

vel —z 


uh, 
vel +7 


prout differentia d,—a, vel differentia a,—b, positiva est. Id quod ex 
denotationibus art. I. sponte prodit. Eodem modo ex aequatione (12.) simi- 
lem generaliorem deducere licet. 

Ponamus enim, si functio F'x factorem (x —-5,)”' continet: 


_ 
13. 


atque in formula (11.) substituamus loco ipsius fx expressionem 


ubi functio quaelibet quae expressio cum hac coinecidit: 


II, 2, 
b, _) 
1.2... 
Qua substitulione facta, positoque 
cum sit fd), = wb,.I[1,d,, habebimus hanc aequationem : 


N, 

1.2....m _, 


II vb, 
(b, 
1.2...m, —1 


b,)”. m—1 vr. 


| 
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Si igitur functio Fr ex factoribus his 
15. (2 (x —b,)": .... (2 —b,)” 
componitur, similiter introducamus functiones 
per has aequationes; 


_ _ (e—b,)"” 
atque ex aequalione (14.) indices quantitatum 
Il, b, m 


augendo, v—1 similes aequationes derivemus; quibus y aequationihus additis, 

advocataque aequatione hac identica : 

1 c—b, c—b, 


si signum summatorium articuli I. adhibemus, pervenimus ad hanc denique 
aequationem memorabilem : 


ab 0x 
17. Fx V ((a,—x)(x—a,)) 


== 
V _, 1.2....(m,—1) 0b, * 


Unde prodit hoc secundum theorema generale. 
„Six et Fx sunt quaelibet functiones rationales integrae, quarum 
„posterior forma | 
2... (2 —b,)"” | 
„gaudet, ubi quantitates 5 quovis valore reali, extra intervallo ,—.«, ia- 
„cente, ve! quolibet valore imaginario gaudent, integrale definitum : 


a 


Fx ((a,—x)(x--a,)) 
„per aequationum (17.) ad quadraturam circuli reducitur.” 
Corollarium 1. Si secundum denotationem ab illustrissimo Cauchy 
introductam (vid. Exercices de mathemaliques tom I. pag. 11) residuum 


funetionis cuinslibet IIz, quod radici aequationis 
1 
2,, adhue (m—1) radices ipsi 2, aequales secum ferentis, respondet, voca- 
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mus valorem expressionis 


+ 
1.2... m —1 
pro valore ipsius & infinite parvo, sive posito 
Pz 
valorem expressionis 


.... m —1 
pro = 2,, idque designamus per hoc signum: 


Iz(z—z,)” 
E ((2—2,)”)) 


((2—2,)”))’ 
si denique summam omnium residuorum functionis 
VE 
Fx ’ 
quae radieibus aequationis Fx = 0 correspondent, denotamus per signum 
((Fx))’ 
habebimus hanc aequationem identicam : 


yb,Il,b, 


sive per hoc: 


1.2... (mr —1) (Fx)) (@«— (x —a,)? 


ita ut theorema secundum hoc fiat: 
„Integralis definiti 


1 da 
„valor est differentia inter coeflicientem ipsius L in evolutione functionis 


- 

Fx (x — a,) (x — a,)® 
„secundum potestates descendentes ipsius x progrediente, atque summam resi- 
„duorum eiusdem functionis quae radicibus aequationis Fr =0 correspondent.” 


Corollarium 2. Si in hoc theoremate ponimus : 


x = cos®, —1, mi, 
oritur haec aequaltio 


| 
| 
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Illustrissimus Cauchy in libro celeberrimo Exercices de mathema- 
tiques pag. 224 eiusdem integralis definiti valorem in iis casibus, ubi ordo 
funetionis Yx ordinem ipsius F'x haud superat, per hauc expressionem ex 
notissima theoria residuorum prodeuntem, repraesentat : 


In illa iheoria vero generaliter per 
( ) 


(0) 
summa residuorum functionis (I1Z).(F'?) exprimitur, talibus valoribus formulae 
r (cosp + isinp) 
correspondentium, qui dum r inter limites O et 1, et angulus p inter limites 
— 7 et +7 quolibet valore gaudent, aequationis 


1 

radices sunt adiecto dimidio residuorum eiusdem producti, quae vel po r—=1, 
vel pro y=—7, vel pro p= +7 oriuntur. 


Et adeo ex formula 1) pag. 217 eiusdem lihri 


generaliorem Bine: quam (20.) derivare licet. Ponamus enim in for- 
mula (21.): 


v+(e+2) 


quo facto post faciles reductiones oritur haec aequatio : 


i= 


Quae nova eiusdem integralis definiti expressio cum ex fonte prorsus di- 
verso originem trahat, utramque formulam (19.) et (22.) inter se compa- 
rare velimus. 


40 * 


27 
; 
| 
> 
. 
22. 
“u, £ 
| 
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Secundum definitionem residuorum, expressio 


vil+7) 


redit ad coefficieniem potestatis £” in evolutione functionis 


secundum aut ascendentes aut descendentes ipsius £ potestates progredienie; 

ifaque erit: 


1 
Iam vero habetur hoc 

Theorema 3. Si Y%x est functio integra, nec non —- functio quae- 

lihet in descendentes integras ipsius x potestates evolubilis, erit: 

1 
+) 


Demonstratio. Sit: 
—= B,x" + + + ete. 
Iam erit: 
24. B, +2,B,-: + b, + etc. B,; 
vel: = B, B,_: + b, + etc. + B, 


prout numerus » par vel impar est. 


KEodem modo erit: 


(1 + 7) & (c+ + etc. + 


\ ) 


quia expressio 


[: Bar: + ee. |, 


» 
7 
- 
25. 
Pr 
Pr: 
> 
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evanescit. Habemus vero generaliter: 


(t > =0, 


si 4 numerus integer positivus est. Quibus aequationibus in aequatione (25.) 
adhibitis, oriuntur hae: 


= B,+b,B,_.. + etc. + b,a-n Bo» 
prout numerus n par vel impar est. Q. e. d. 
Hine prodit, priores binos terminos expressionum (19.) et (22.) inter se 
esse aequales. 
Iam vero transeamus ad binorum ultimorum aequat. (19.) et (22.) termino- 
rum comparationem. Quo facto videmus demonstrandam esse hanc aequationem: 


Erit enim ex definitione generali signi 
E_, TO) Ft 


quia factores N 
€ + -) 


in infinitum abire nequeunt, nisi pro =0, qui valor ipsius radicis in de- 
finitione exeluditur. In memoriam revocare etiam placet, aequationem : 

= 0, 
reali radice gaudere non posse, quae non extra intervallum —1 .... +1 
iacet; unde fluit aequationem 


= 0, 


26. 


27. — B,+b5,B,_.+ eic. 


radice imaginaria formae 
r(cosp + :sinp) 
gaudere non posse, ubi r=1 est. 


ER 
| A 
| 
| 
| 
A 
E | 
| 
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Quibus positis, aequatio (28.) demonstrari potest, ope formulae trans- 


(ormationis residuorum, quae invenitur in libro citato pag. 173, atque ad 
nostrum casum extendi potest. 


Si nimirum ex aequalione 
! ita determinatur, ut pro quolibet singulo ipsius x valore; singulum valo- 
rem habeat, istic invenitur haec formula 


__ p(yt).y’t.(t—t,) 
29. E ,)) E (t—t,) 


si habetur 


x, = xl, Ox, 
Ponamus in hac formula: 
30. xt 


x. 


wa 


atque x, ut radice aequationis Fr assumto, ex aequatione 


eam radicem Z, determinemus, cuius modulus unitate minor est. Jam enim 
patet, alteram radicem huius aequationis quadralicae fore —=L£, si altero 
fuerit = Iam vero dico, nolatione nostra adhibita, semper fore 

Posito enim: x, e(cosd +? sind) 

ocosd +1 = osind = 9sin®,, 

erit modulus expressionis : 

Nec singuli anguli #, quia simul positivis valoribus gaudent, nec 
differentiae 
valor absolutus, nec angulus 4(8,+ 9,), quantitatem z superare possunt. 
Hanc ob rem angulus 


si 6$>47, in intervall—47 .... —7, 
nec, si d9< 47, in intervallo +47 .... +7, 


; 
—— 1 
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iacere potest. Sed adhuc habemus formulam ex formulis (33.) prodeuntem : 


sin = 
unde sequitur, si 8>47 fuerit, etiam angulum 


+ 
in intervallo 37 .... 7 iacere non posse, nec si d9<<47, in intervallo 
—147 7%. Quibus collatis prodit, angulum 8—4(9, +9.) iacere intra 
limites —47z et +47, et quantitatem 


(9 (9, 9,)) 
gaudere semper valore posilivo, nec non minorem modulum, quem ab unitate 
superari constat, perlinere ad radicem 


+) =4, 4 ed. 
Inde sequitur, fore, si generaliter ponimus : 


(c-+1) 
nec non, cum sit: 
1 1 
= 


per aequationem (29.) hanc suppeditari : 


| 
7) 


valz—x,) 


Eodem modo omnibus radieibus aequationis 


Fz=0 
tractatis, quae forma: 
gaudent, ubi x et y intra limites —x et +% continentur, dum ex formula 
1 
prodit, correspondentes radices aequationis 
1 
forma 
r(cosp ?sinp) 


exliberi posse, ubi r inter O et 1 et p inter —z et +7 conlinetur, ex 


| 
| 
f 
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theoria residuorum emanat fore : 


VD. i. 

Formulis (23.) et (34.) adhibitis, sponte prodit utramque expressio- 
nem (19.) et (22.) eandem esse. Similiter vero per formulam generaliorem 
—a)t = +0) — (x — a,), 

quae aequatione 
x = 4a, + 4a, —a,)(t+*) 
correspondet, residuum integrale : 


+o +o _Yx 1 
((Fx)) 


Transformare licuisset in residuum integrale functionis rationalis 


Adiicere adhuc placet, fore: 


quae aequatio generalior est, quam in theoremate 3. expressa, atque cum 
hac ipsa etiam formulae (29.) ope directe demonstratur. Ex theoria resi- 
duorum enim sequitur fore: 


x 
39. (x — 


alque 
(: + 5)) 


Posito vero 


(Hate )+Ka,—a, 2) 


| 
37 | = N 
. 

i 

= 
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atque, ut variabiles & et Z simul evanescant, 


= —a)( —a,)), 


fit : 
40. 1 1 = - 
atque 41. = = 


Iam vero ex formula (29.), quae etiam ad hunc casum extendi potest, deri- 
vatur haec: 


1 | 


si ponitur 
1 


+ Ha 
in qua aequalione substitutionibus ex aequat. (40. et 41.) factis, habebimus 

1 
0). e. d. 


Fortasse Geometris hae applicationes theoriae residuorum haud displi- 
cebunt. Jam vero hac longa digressione finita, ad generaliores applicatio- 
nes prineipii in art. I. adhibiti aggrediamur, quae ad integralia functionem 
irrationalem 


involventia determinanda ducuni. 


IM. 


Ponamus ut aequationem fundamentalem hanc : 
ubi 2 est numerus integer positivus quilibet. Jam vero eodem modo, quo 
in art. II. usi sumus, demonstratur, variabilem ?, dum radix huius aequationis x, 
ut variabilis tractata, ab @, usque ad a, continuo crescat, ipsam ab oo usque 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI, Hit. 4. 41 


4 
=; 
++ \ 
= 
j 
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ad O continuo decrescere. Si igitur talem radicem inter a, et a, iacentem per x 
ipsum denotemus, et per =» quantitatem positivam numero 2 minorem, erit: 


ubi per €” et (>= est numerus non integer vel adeo irrationa- 


lis semper valorem unum positivum denotare velimus. 
Brevitatis gratia posito: 
= 
nanciscimur, si fx et 5 eodem modo ac in art. II. definiuntur, hanc aequa- 


tionem : 
(2 —b)(a, —x) ) 
unde per similes transformationes, utriusque prioris lemmatis ope, inlegra- 
tioneque facta, haec oritur : 


n fx dr ] fb dt 


Prius integrale secundi termini post faciles iransformationes ad hunc 


n 


n 
atque posterius eodem modo ad hunce: 


reducitur, ubi denotationes in articulo I. introductae valent. Si quantitas d 
valore reali positivo quantitate a, maiore vel quantitate a, minore gaudet, 
posterior expressio fit: 


Quibus collectis habebimus 
Theorema 4. „Si fx et 5 easdem quantitates designant, ac in theo- 


. 
valorem : 
m 
f b ( —.a, ) n 
— 
sin nb—a, 
n 
n 
sin b—a, b=a, 
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„remate primo, nec non 2 numerum integrum positivum atque m quantitatem 
„posilivam ipso minorem integrale definitum: 


„ad quadraturam divisionemque circuli reducitur per hanc formulam : 


m 


n 
„ubi denotationes art. I. adhibentur.” 


Corollarium. Expressionem 


repraesentare licet, ut hoc residuum : 


(—zb)(l— za,) ); 


atlque expressionem 


b a, b 
per hoc residuum exprimere possumus : 


m 


fz z— a,\” 
)- 


)) (2 —aı) 

Simili ratione ac in articulo IH., isdem denotationibus (15. et 16.) 
introduetis, adipiscimur ex hoc theoremate hoc multo generalius » 

„Theorema 5. Si x et Fx sunt quaelibet functiones integrae, | 
quarum haec forma: 

= (2 —b)”" (2—b,)” .... (2—b,)” 

„gaudet, ubi quantitates 5 quosvis valores reales extra intervallum &, — a, 
„iacentes, vel quoslibet valores imaginarios habent, integrale definitum 


n 


„ad quadraturam atque divisionem circuli revocatur formulae huius ope: 


{b n 
sın —— .... (m,—1) 0b, 
n n 


41* 


| 
| 
3 
n | 
| 
n 
m 
ay | 
m 


310 16. Richelot, de integr. def. ad quadr. circ. pert. 


ad O continuo decrescere. Si igitur talem radicem inter a, et a, iacentem per x 
ipsum denotemus, et per »» quantitatem positivam numero 2% minorem, erit: 


ubi per €” et & ) ‚ si an est numerus non integer vel adeo irrationa- 


lis semper valorem unum positivum denotare velimus. 


Brevitatis gratia posito: 
= 
nanciscimur, si fx et 5 eodem modo ac in art. II. definiuntur, hanc aequa- 


tionem : 
(2 — b)(a, —x) ) 
unde per similes transformationes, utriusque prioris lemmatis ope, integra- 
tioneque facta, haec oritur :: 


Prius integrale secundi termini post faciles iransformationes ad hunc 


valorem : 
atque posterius eodem modo ad hunc: 
\b—a, 


redueitur, ubi denotationes in articulo I. introductae valent. Si quantitas Ö 
valore reali positivo quantitate «, maiore vel quantitate a, minore gaudet, 
posterior expressio fit : 


— 


Quibus collectis habebimus 
Theorema 4. „Si fx et b easdem quantitates designant, ac in theo- 


| 
\ 
« 
a n 
| 
| 
n 
n 
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„remate primo, nec non 2 numerum integrum positivum atque » quantitatem 
„positivam ipso minorem integrale definitum: 


„ad quadraturam divisionemque circuli reducitur per hanc formulam : 


n m 


— — 


n 
„ubi art. I. adlıibentur.” 


Corollarium. Expressionem 


repraesentare licet, ut hoc residuum : 


re) (1—zb)(1— ); 


atque expressionem 


Mm 


b—a, \b—a, 


per hoc residuum exprimere possumus : 


m 


E; 


(2—b)) (z—a,) 4, 

Simili ratione ac in articulo II., iisdem denotationibus (15. et 16.) 
introduetis, adipiscimur ex hoc iheoremate hoc multo generalius 

„Theorema 5. Six et Fx sunt quaelibet functiones integrae, 
quarum haec forma: 

= .... (2—b,)” 
„gaudet, ubi quantitates 5 quosvis valores reales extra intervallum &,— a, 
„iacentes, vel quoslibet valores imaginarios habent, integrale definitum 


„ad quadraturam atque divisionem circuli revocatur formulae huius ope: 


m 


41* 


3 
3 
4 
ay n 
n 
| 
Pi 
| 
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Corollarium. Si hanc expressionem, per residua repraesentare 
velimus, erit 
ay n 


1 


IN\1-—a,z 
— 1 
n 
Quae residua, si m est numerus integer, illud per transformationem 


= 


a,\" 
facile ad residua functionum rationalium reduci possunt. 


hoc per transformalionem 


IV. 


Quaecunque integralia definita in articulis antecedentibus determinavi- 
mus, per calculos satis extensos ipsa et adeo similia indefinita inveniri posse, 
notum fuit. Hortasse ob concinnitatem formularum, quarum ope valorum 
integralium investigationem ad operationes finitas mereque algebraicas reduxi- 
mus, haec longior expositio excusabitur. Ex generaliori vero aequatione 
egredientes fundamentali, per eandem metlodum ad relationes inter integra- 
lia Abeliana generalioraque pervenimus, quae ob novitatem concinnitatemque 
fornularum geometrarum attentione dignissimae videntur. 


Ponamus nimirum hanc aequationem : 
46. (2 —a)2 —4;) FE —4,) (2 = 0, 


ubi differentiae 


positivis valoribus gaudent. Dummodo quantitas Z positiva est, videmus, 


terminum priorem aequationis (46.) fore: 
pro z= u, positivum, 
pro <= 4, negativum, 


x 
2 
| 
= 
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pro z= a, negalivum, 
etc. 
ita ut pro = , Signum (—1)*" et pro x=a,, signum (—1)* habeat. 
Inde sequitur, dum quantitas # positiva sit, „ radices aequationis (46.), quas 
ex ordine, pro eodem valore ipsius Z, denotabimus per: 
reales esse, atque contineri respective in his intervallis: 
Deinde cum sit: | 
logt” = 


differentiatione facta, (26.) radice, valebit haec 


formula : 
_ 


(a, ) + ete. 


— x) (x — (2 — a2x-ı) 
Inde PN, valorem ipsius et dum £ ipsum positivum maneat, pro qua- 


libet radice aequationis (46.) negativum fore, hancque ob rem has radices 
dum 2 ab O usque in infinitum continuo crescat, respective decrescere 


continuo 
x, ab a, usque ad @;, 


x, ab a, usque ad a,, 
eic. 
x, ab usque ad a,,. 
Ex aequalione (46.), si per x quaelibet radicum x,, x,, eic. x, designatur, 
fluit haec: 


ubi zn est quantitas positiva minor quam 2, atque idem, quod in formula (42.) > 
adnotavimus, valet. 

Loco aequationis (46.) brevitatis gratia posito 


48. D(x, — 
alque 
/ (a, — x) (x —a,) (2 — 
49. (x —a,) (x—a,) .... (x (2 — ) X, 


differentiatione aequalionis (48.) instituta, multiplicationeque per 
(2—b) p(®, t) 


= 
| 
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facta, post nonnullas reductiones hanc obtinemus aequationem : 
50. Sxz.X.odx fx dt 
Adiiciamus fx esse functionem integram rationalem, atque 5 quantitatem, 
vel realem extra intervalla 


iacentem, vel imaginariam quamlibet. 

Si loco quantitatis x in aequatione (50.) ex ordine ponimus » radi- 
ces aequationis (46.) ad valorem ? perlinentes, atque in singula quaque 
aequatione inde prodeunte integrationem facimus ab = usque ad !=U0, 
atque respective db usquad 


X) a, X, d;, 
eic. 
habebimus hane inter integralia definita : 
| 
"x 


az 49% 


quam secundum denotationes articuli I. ita repraesentare licet: 


lam vero ex lemmate primo sequitur fore: 
ı (2,—b) palımı gb’ 
quo substituto, lemmatis secundi ope, ex aequatione (52.) si brevitatis gra- 
tia ponimus: 


m 


hanc eruimus aequationem : 


Quibus collectis prodit hoc 
Theorema 5. memorabile. „Si per fx functionem integram ratio- 


3 
| 
n 
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„nalem ipsius x, per Ä expressionem denotemus hanc: 
1 .... (x — a2,-ı) 
(X—ax-ı) (x—a,)(X—a,) .... (@—an,) 
„ubi quantitates @,, @, @,, tales sunt, ut differentiae 
„positivis valoribus gaudeant, atque n est numerus integer posilivus, nec non ma 


„quantitas positiva ipso 22 minor ; si denique quantitas 5 vel ut realis extra limites 


„iacens, vel ut imaginaria quaelibet assumitur, summa integralium definitorum 
a az 
Xfx Xfx X fx von 
2 


aa a4 
„ad quadraturam atque divisionem circuli revocatur per formulam: 
Jx wx 
x 


sin — 


x 


„ubi Wx per aequationem (53.) explicatur.” 
Corollarium. Expressionem in altero termino aequationis (54.) 


per residua exprimere licet; nimirum erit. 
1 
_E 
((z)) 1—zb)’ 
Jz wz.(z—b) 
= (2—b)) 
Itaque habebimus hanc aequationem : 
17 
n \ 


Aeque ac in arlticulis antecedentibus ex hoc tlieoremate derivatur 


hoc generalissimum 
„Si, iisdem donotationikus ac in theoremate 5. va- 


Theorema 6. 
lentibus, ponitur: 
= .... (2 —b,)”; 
„ubi quantitates d,, d,, .... d, iisdem conditionibus ac quantitas 5 in the ore- 


„inate 5. salisfaciunt, atque 
= Felle, 


(2 — b,)”: Fx 


eic. 
= Frell,r, 


= 
=; 


316 16. Richelot, de integr. def. ad quadr. ciro. pert. 


hoc integralium definitorum : 


„ad quadraturam atque divisionem circuli BEE per Bis formulam : 


1.2...m 


n 


Corollarium. Si ponitur: _ 
| fe = Fx.Px 


ubi Pr alia functio integra est, prior terminus expressionis (55.) evauescit, 
alque erit: 


st Px (x —a,) (2 — 


n 


Si functionis ordo, numerum haud superat, inde fluit, fore: 


Ne 


Haud supervacaneum mihi videlur, theoriam generalem in articulo 
antecedenti expositam, nonnullis exemplis illustrare. 


Exemplum 1. Sit: 


m—1, n=? Fr =1. 
i= (0 —a2x-ı) .... /’ 


quae expressio, dum argumentum x in intervallis 
elc. 


| | 
n 
| „sive‘ per hanc expressionem, ubi signum residuorum adhibetur, 
n 
| 


16. Richelot, de integr. def. ad quadr. circ. pert. 317 


continetur, in hanc abit formam : 
X=—-— - 
V(la, (2—a,)) 
atque dum argumentum in ceteris intervallis iacet 
Ay IC. 


in haue: 
; 
V((a, (2 —a,).... 
Brevitalis igitur causa, posito : 


2 
ex corollario theorematis 6. sequuntur hae formulae : 


ag 


ubi loco numeri »—2 in numeratore, quilibet numerus ipso «—2 minor 
poni potest 


as 
ag 
1x yP 000 ( 
ag ag 
aı 
aa da 
1.3 
= +7.4.3-[1,1], 
aı a3 
de % Fee 
a QAgx 


(532 [3] 452.403, 1] 
ubi generaliter per 

denotamus functionem symmetricam argumentorum 

cuius terminus unus est 

a). 
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Si ponamus generaliter 


2u—1 
B,=3%.. 2% 
erit 
ay a 
RE; 
a7 dq 


”.ZzB,.B,.B, “u... Iu, 4 
ubi numeri , v, @ »».. ita omnibus modis determinantur, ut sit: 


aut 

aut urv=ıH-+1, 

aut 
etc. 


aique v2 etc., signum summatorium vero exprimit, functiones omni- 


bus his modis ortas symmetricas additione coniungendas esse. 


Ex prima harum aequationum relatio ab illustrissimo Jacobi inventa, 


cuius supra mentionem fecimus, sponte prodit. 


Exemplum H. Sit: 
1, n = 2, = x—J, 


atque quantitas D realis extra intervalla 


iacens. 
Ex theoremate 5. emanant hae aequationes : 
ar az 
(2 —b)dx —1) (2 —b)dx 
ag ag 
— Ylb—a,)(b—a,) .... (b—ax))’ 
.... 
a; az 


alque generaliter, si ponamus, brevitatis gratia, aggregatum terminorum, 


| 
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quod in exemplo 1. per 
designavimus esse S;,.: 


— o—1 b’to 
In omnibus his aequationibus superius vel inferius signum in ultimo 
termino valet, prout productum 
b— —4;) .... 
negativo vel posilivo signo gaudet. 
Exemplum II. Sit 
m=1,n=2, Fx = + r. 
Iutroducamus quantitates R,, H,, R,, H, per has aequationes determinatas: 
(r cos8— a, + ir sind) (r — a; + ir sind)... (r cosd—a,, , +ir 
—= R,(cosH, +:sinH,), 
(r cos9 — a, + ir sind) (r cosd — a, tir sind) .... (r — a,, + ir sin$) 
— R, (cosH, +isinH,), 
ubi arcus H, et H, aeque ac $ limites —7 et z superare nequeunt. 
Iam igitur erit, si in theoremate 6. ponamus 
b, = r(cos$ +: sind), 
b, = r(cosd — sin), 


1 
x — r(cos0 — isin®)’ 


IL,x = 
saw 1 1 
cosH, +isinH, \cosH, #isinH,/ 
quae expressio, si 4(H,—H,) limites —17 et 47 haud superat, redit 
ad hanc 
1 
= (cos4(H, + H.) — : sin! (H, + Hh)), 
si vero 4(H,— H,) limites — 47 ....—7r vel 47 et z haud superat, ad 
hanc reducitur expressionem : 
—1 Ä 
V(R,R,) (cos4(H, + 4.) isiny(H, +B))). 
42% 


| 
| 
FR 
„ r 
a 
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Eodem modo erit 
prout prior vel posterior conditio valet. 


Expressio in theoremate 6. 


oma 


abit in hane summam 


fb,wd, + vb, 


Sb, vb, — fb, vb, 
2risin® ? 


quae post faciles reductiones fit 
V(R, R,)sin® 
Qua expressione in theoremate 6. substitata, sponte relationes sequentes 
prodibunt: 


ay ar 


—4(H, +H,) 


az 


[S;_, sind +r S;_, sin29 + ete. + S,sinA #] 


— 
V(R, A,)sin® 


Exemplum IV. Sit 
Eodem modo ac antea erit: 
.... Vyx 
prout argumentum x in intervallis : 


vel in intervallis : 


continetur. 


= 
23 
2 
: 
| 
BE: 

| 
; 
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Quibus positis habebimus has aequaliones : 


2 
az Vyx ag Vyx 


a2 Vo x ag x 


ag 


ubi signum v, symmetricam argumentorum 


cuius terminus generalis 


at u 
est, talem ut sit 

vel 

vel 

vel 
atque u ete., in qua functione symmetrica postea ponilur 

Signum denique €, designat productum hoc : 


1.4.7.10.....3u— 2 


VI. 

Loco formae aequationis generalis (46.) aliam supponere placet, qua 
ad alias relationes ducimur. Sit enim: 
8. 0 = — — a) — 

ubi rursus differentiae 
elc. 

positivis valoribus gaudent. 


an 
an 2 


a, — a,—a, 
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Drum quanlitas 7 positiva est, secundus terminus aequationis (58.) erit 


pro x = a, posilivus, 
pro x= = negativus, 
pro x = a,, negalivus, 
pro x = a,, posilivus, 

etc. | 


Ergo huius aequationis radices, si £ positivo valore gaudet, reales sunt, 
atque continentur in intervallis 

Eodem modo ac iu arliculo IV. sequitur ex aequat. (58.), si per x radicem 
quamlibet denotamus : 


gr 1 1 1 1 1 1 
ot 
1 1 


juae expressio his duobus formis induit : 


A4p—2 
alque 


Illa forma docet, valorem ipsius äz> Six in intervallis 


contineatur, negativum esse, haec eundem valorem, si x in quolibet inter- 


vallorum 


iaceat, positivum esse. Inde colligitur, radices aequationis(58.), dum variabilis £ 
ab O usque in infinitum crescat, in prioribus intervallis iacentes respective 
ab «a, usque ad 
ab a, usque ad «,, 
eic. 
ab a,,_, usque ad a,,_., 
continuo decrescere, atque in posterioribus intervallis iacentes respective 
ab a, usque ad «,, 
ab usque ad 
etc. 
ab a,,., usque ad a, 


continuo crescere. 


N 
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Ex aequatione (58.) sequitur, fore 
(a, —a)2—a,)(2 —a,) .... (2—as)) 
4 5 p 
si quantitas zn posiliva ipsoque n minor est, atque in utroque termino va- 
lores positivi reales sumuntur. 


Posito igitur brevitalis 


alque 

1 (z—a,) (x —a,)(2—a,) .... 1” __ 
habebimus haec 


Theoremata 7. et 8. „lisdem denotationibus ac in {heoremati- 
„bus 5. et 6. valentibus summa integralium definitorum 


aı @4p 
c—b + + + P, 
a2 


„revocatur ad quadraturam atque divisionem circuli per formulam 


„sive 


1 
| 


„atque summa integralium definitorum 


az 
„per fornulam : | 


„sive 


sin — 
n 


1 
| 
pP | vx 
n 
| 


324 16. Ziichelot, de integr. def. ad quadr. circ. pert. 


Corollarium 1. Si ponitur loco functionis fx, 
—a,)fx 
atque A,,-ı, lisdem formulis hanc summam integralium definitorum 


ay ag a4 
az Q4n—2 


exprimi, dummodo per X et Yx designemus has expressiones: 


ve= (a —a,)(2—a,) ... (C—ap-;) 


sponte ex emanat. 


Corollarium 2. Considerare adhuc placet nonnullos casus memo- 
rabiles speciales, in quibus limites integralium cum omnibus limitibus inter- 
vallorum functionis irrationalis coincidunt. Quem ad finem segregentur duo 
casus, prout m ipso 4n minor vel maior fuerit. 

In priori casu loco ipsius fx introducamus functionem 

(2—4a,)(2 2... fi x, 
in posteriori casu vero 
atque postea in ufroque casu ponamus 
Quibus positis in priori casu, ubi ER est, fit 
1 u)? +... 


= 


quae expressio, cum in intervallis 

negativo, atque in intervallis ceteris positivo valore gaudeat, hrevitatis 
gratia designetur per 


quo posito summa integralium definitorum theorematis 8. in hanc abit: 


as @4p 


> 
® 
| 
Br 
2, 
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Eudem modo si m>1n est, erit: 


quam expressionem, in intervallis @,....@, etc. negativam, in cete- 
risque positivam, denotemus per: | 


quo posito summa integralium definitorum haec erit: 
09x 


Theoremata 7. et 8. per nonnulla exempla explicare velimus. 


Exemplum 1. Sit: 
n= 3, n —=1, 
Habebimus 
—X =; 
(2 —a,) ....(2—a)?) 
si z in intervallis 


continetur, alque erit 


Tide colligitur, si ordo functionis fz numerum 2p —2 haud superet, summam 


integralium nostram evanescere. Si erit 


atque generaliter 
@4n 


2 


ubi siguum | 
Il» e]] 
denotat functionem symmetricam argumenterem 
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cuius terminus unus est | 


tale, ut sit 
vel “=ı-+1, 
vel 
vel 
atque eic., in qua functione postea ponitur 

u u =4, elc. 
Signum denotat productum 


1.4.7 .... 3u—?% 
3.6.9 du 


Si adhuc in exemplo hoc ponimus 
1/53 d;, 4; etc. 


erit 


alque summa integralium erit: 


a2 az 


Exemplum NM. Sit: 
3, 2, Fz 1. 
Habebimus 
— X 


si argumentum x continetur in intervallis i 

atque has relationes 


az | 


Si ponamus esse 
4, eilt. 
atque 
fz = .... 
erit 
Px 


Xfe=F} 


... 
v3 x 
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prout argumentum x iacet in intervallis 


a, .... G; .... etc. 
vel in intervallis | 


Posito igitur 


habebimus hanc aequationem: 


ay A4n—3 


unde sequitur, hanc summam integralium, si functio Pr ordinem (p—1) haud 
superat, evanescere, generaliterque esse: 


» a4p 
ubi signum hoc pertinet ad argumenta 
Haec exempla attulisse sufficiat. Ulteriores vero de eadem malerie 
disquisitiones, dum occasio se praebet, geometris proponam. 
Regiomonti 1 Oct. 1839. 


\ 
3 
> 
=> 
43 
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17. 
Ueber die Transcendenten, welehe aus wiederholten 


Integrationen rationaler Formeln entstehen. 
(Vom Herm Prof. Dr. E. E. Kummer zu Liegnitz. ) 


(Fortsetzung des Aufsatzes No, 5. im ersten und Ne. I2. im zweiten Hefte dieses Bandes. ) 


Zweiter Theil. | 
Ueber die logarithmischen Integrale dritter Ordnung. 


$. 10. 
Die. allgemeine Form der logarithmischen Integrale dritter Ordnung, 


R Pdzxz.dx.dx, enthält aufser den ihr eigenthümlichen Transcen- 
denten auch die in dem ersten Theile untersuchten logarithmischen Integrale 
zweiter Ordnung, und aufserdem die von erster Ordnung, oder Logr- 
rithmen und Kreisbogen in sich. Diese Transcendenten niederer Ordnun- 
gen aber sollen hier unberücksichtigt bleiben und, wo sie sich zeigen, 
als bekannt oder bereits untersucht angesehen werden. Zerlegt man nun 
die drei rationalen Funetionen P, Q und R in ihre einzelnen Theile von 


der Form e 5 zyp> wo ! auch eine ganze negative Zahl sein kann, (wenn 


nämlich diese rationale Functionen ganze Theile enthalten, oder in den 
Zählern höhere Potenzen von x haben als in den Nennern), so zerfällt die 
obige allgemeine Formel in eine Summe einzelner Theile von der Form 


Diese Form giebt aber, wenn nicht die ganzen Zahlen 2, m und n alle drei 
gleich 1 sind, nur logarithmische Integrale von der zweiten und ersten Ord- 
nung. Denn wenn zunächst r nicht = 1 ist, so hat man, indem man die erste 
Integration ausführt, nur ein zweifaches Integral rationaler Functionen, wel- 
ches im ersten Theile untersucht ist; wenn aber, zweitens, m nicht = 1 ist, 
so verwandelt sich diese Form durch theilweise Integration in 


— A.B 
dx.dx 


A B.C 


- 
7 
| 
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und enthält also ebenfalls nur logarithmische Integrale von der zweiten und 
ersten Ordnung. Wenn endlich Z nicht =1 ist, so verwandelt sich die 
obige Form durch theilweise Integration in 


dx.dz 


A B 


A.B 
Da diese Formel ebenfalls nur logarithmische Integrale von niederen Ord- 


nungen enthält, so bleibt der einzige Fall übrig, wo ?=1, m=1 und 
n=1 ist, oder die Form 


A B 
e+fx dz.dx.dz. 


Diese wird durch theilweise Integration verwandelt in: 


A B C A B 


Der erste Theil fällt hier wieder hinweg ; der zweite aber verwandelt sich, 
wenn man die erste Integration ausführt und die constanten Factoren weg- 
läfst, in 


Diese Form der logarithmischen Integrale dritter Ordnung läfst sich 
noch bedeutend vereinfachen; namentlich kann sie immer dahin reducirt 
werden, dafs nicht ein Product zweier verschiedener Logarithmen unter 
dem Integrationszeichen steht, sondern nur das Quadrat eines Logarithmen. 
Es ist nämlich 
2!(a+ ba) Ke+f2) = 


__ 


Multiplieirt man diese Gleichung mit ve; ‚ integrirt und setzt 
so erhält man 


ds (72)? (de— fc) dz (12)? fdz 
Es läfst sich ar jedes Integral von der Er 


l(e+f«) 


durch vier Integrale von folgender Form en: 


+b52)) 


$-% 
k 
1 
| 
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und folglich sind in dieser Form alle logarithmischen Integrale dritter Ord- 
uung enthalten. Um endlich noch dieses Integral in seiner einfachsten 


Form darzustellen, setze ich r=kzlund k= was c+dx 


d.k(1+z) giebt, und erhalte so die Form 


d 
Wird hierin noch (!(kz2)) in +21% !z entwickelt, so bleibt 
für die logarithmischen Integrale dritter Ordnung die einfachste Form - 


Dieses Integral hat mit dem Integrale 4(x) die gröfste Aehnlichkeit, 
und da es für die logarithmischen Integrale dritter Ordnung dasselbe ist 
wie jenes für die zweiter Ordnung, so wollen wir es ebenfalls mit dem 
Functionszeichen A bezeichnen, welchem aber hier der Index 3 zugefügt 
werden soll. Eben so werden wir auch später die entsprechenden Inte- 
grale vierter und fünfter Ordnung mit demselben Functionszeichen A be- 
zeichnen, welchem die Ordnungszahl als Index beigegeben wird. Den 
im ersten Theile behandelten logarithmischen Integralen von der zweiten 
Ordnung kommt eigentlich eben so der Index 2 zu: es scheint aber nicht 
nöthig, diesen ihren Index beizufügen, da ja auch der Index 2, welcher 
den Quadratwurzeln zukommt, fast durchgehends weggelassen wird. Es 
sei demnach 


I+x)?d 
=) 
Wenn das Element dieser Function imaginär ist, so führt die Zerlegung 
in den realen und imaginären Theil wieder auf zwei verschiedene Integrale, 


welche den im ersten Theile behandelten D(x, «) und E(x, «) analog sind. 
Es ıst nämlich 


x e®i)? eidx 
A; (x e® = 


oder, wenn der reale und der imaginäre Theil von einander getrennt werden, 
1, (x (cos@ + x) — !(+x) — a? (cosa+ x) 
— 


1-+2x x? 
. (+2)? I(+x)(cose — a? sina 
1+2x cos« + x? de. 


Hierin sind nur Logarithmen und Kreisbogen enthalten, so wie auch die 


| 

2 


- 
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logarithmischen Integrale von der zweiten Ordnung D(x,«) und E(x, u), 
und aufserdem die beiden Integrale 

1+2x cos@e+ x? und cosa+ x? ' 
Diese sollen nun ebenfalls durch die Functionszeichen D und E bezeich- 
net werden, welchen der Index 3 beigegeben wird. Es sei daher 
(cose+x)dx (!+x)? sna.dx 

Hiernach läfst sich die Zerlegung der Function A,(xe“) in ihre realen 
und imaginären Theile folgendermaafsen darstellen: 


A, (x = D, (x, a) —2aE,(x, a) — 4a l(1+2x cosa+ x’) 


(E, (2,4) +2uD;,(x, a) arc 1 =) 

Es hat nun durchaus keine Schwierigkeit, irgend ein gegebenes Integral 
von der oben aufgestellten allgemeinen Form durch die Functionen D,(x, 0), 
E,(&,a), D;,(x,a), E,(x,«) und durch Logarithmen und Kreisbogen zu 
integriren; denn man darf nur das Integral zunächst durch die Functio- 
nen A,(x), A,(x) und durch Logerithmen integriren, und diese, wo sie 
imaginär sind, in ihre realen und imaginären Theile zerlegen, wodurch das 
Imaginäre wieder verschwindet. Ganz auf dieselbe Weise lassen sich auch 
die allgemeinen Formen 


IRdz, aretangR de, arctang arc tang R dx, 


wo P, Q und R beliebige rationale Functionen von x sind, durch diese 
logarithmischen Integrale von der dritten, zweiten und ersten Ordnung inte- 
griren; denn diese Formen sind, wie sich leicht zeigen läfst, alle in der oben 
aufgestellten allgemeinen Form enthalten. Die Funectionen D, (x, «) und 
E, (x, «) sind die beiden einzigen logarithmischen Integrale von der dritten 
Ordnung, da 4, (x) nur ein specieller Fall von D, (x, «) ist. Es wird aber auch 
hier zweckmälsig sein, die speciellere Function A, (x) zunächst zu behan- 
deln und dann aus den gefundenen Eigenschaften derselben die der allgemei- 
neren Functionen D; (x, «) und E,(x,«) abzuleiten. Da ferner die mei- 

— sin u 
| sin 
gesetzt wird, so werden wir auch hier diese Substitution anwenden 


sten Formeln für diese sich beträchtlich vereinfachen, wenn x = 


und, eben so wie für die Functionen zweiter Ordnung, D, (urn ) 


m 
: 
; 
= 
R 
A 
2 
| 
| 
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durch D,(u,«) und E, E, (u, a) Eine 


S 
Zerlegung eines dieser Integrale in einfachere, nur von einem Elemente 
abhängige, wie bei der Funetion E, (uw, «), wird durch diese Substitution 
nicht erlangt; auch ist uns eine solche Zerlegung auf keine andere Weise 
gelungen. 
$. 11. | 

Dieselbe Methode, welche wir $. 2. für das einfache logarithmische 
Integral von der zweiten Ordnung A(x) angewendet haben, um die For- 
meln zu finden, welche die Grundeigenschaften desselben ausdrücken, kann 
mit demselben Erfolge auch für das entsprechende logarithmische Integral 


dritter Ordnung 
füteft de 
A; (©) 1+x 


angewendet werden. Setzt man nämlich statt x irgend eine rationale Func- 
tion von x, welche ich z nenne, von der Art, dafs z und 1+2 im Zähler 
und Nenner nur reale lineäre Factoren haben, so kann man das Integral 
A,(z) nach der in $. 10. augegebenen Methode in seine einfachen Be- 
standtheile zerlegen, welehe wieder solche Integrale sind. Es scheint nun 
das zweckmäfsigste zu sein, auch hier wieder für x zunächst eine gebrochene 
rationale Function vom ersten Grade zu setzen, um dadurch die einfach- 


sten Grundgleichungen zu finden. Setzt man tIE 5, Statt x, so erhält man 


Entwickelt man das Quadrat dieses Logariihmus und integrirt sodann die 
einzelnen Theile, so kommt man auf das Integral 


JS 
welches, wie wir oben gezeigt haben, durch vier Functionen A,;(x) aus- 
gedrückt werden kann. Behandelt man dasselbe aber so wie es oben ge- 
zeigt worden ist, so erhält man gar keine Formel, sondern nur eine rein 
identische Gleichung. Deshalb giebt die Substitution einer rationalen F'unc- 
tion vom ersten Grade nur dann eine Formel, wenn das genannte Integral 
entweder anderweitig sich integriren läfst, oder ganz wegfällt; das Erstere 
ist der Fall, wenn 5=0, das Letztere, wenn d+9=0 ist. Nimmt man 
zunächst 5=0, so kanı man, unbeschadet der Allgemeinheit, auch «=1 


£ 
+ 
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setzen, und man erhält 
1 d.dx d.dx 


und nach Ausführung der Integration, 
4,55) = 32) +C, 
oder, wenn e+dx in x verwandelt wird, 


Die Constante dieser Formel ist für die beiden Intervalle von e=— x bis 
xz=0 und von z=0 his z=-+ © besonders zu bestimmen, weil für die 
Grenzwerthe <= + und z=0 Discontinuität der in der Formel vor- 
kommenden Füunctionen eintritt. Setzt man aber, um die Constante in dem 
ersten Intervalle zu bestimmen, —=—1, und in dem zweiten Intervalle 
xz=--1, so erhält man beidemale C=0. Es ist also für jeden kelie- 
bigen Werth des x die Formel 


= 


gültig. Nimmt man zweitens 5+9= 0, so erhält man 
(e+?=) — bdz 


5) c—bx’ 
oder, wenn a+ nr gesetzt wird, was c—bx=(a+.c)(1—:) 


giebt, 
= 
also, entwickelt, 


4,(--) (ey 2 fe 
und, da man durch (heilweise Integration 
findet, so erhält man, indem man diese Integrale durch die ae A, und 
Logarithmen ausdrückt: 
Die Constante dieser Formel ist wieder für die beiden Intervalle von z< = — x 


bisz—= undvonz = +1 bis z= + besonders zu bestimmen, weil für 
dieWerthez=1,2=+x undzg=— x die Continuität unterbrochen wird. 


Setzt man z=0, so hat man C = 4,(—1), in den Grenzen z=— x und 
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z=-+1; setzi man aber z=2, so erhäli man C=24,(—N)+ 4,(+1) 
in den Grenzen s= +1 und z=-+%.' Diese beiden Werthe der Con- 
stante sind aber in der That nicht verschieden von einander. Um dies zu 
zeigen, setze ich z= 4, welchem Werthe, da er in dem ersten Intervalle 
liegt, der Werth der Constante 4,(—1) zukommt. Dies giebt A, (1) 
= —24,(—H—3(12)’+ 4.(—1). Setzt man aber in der Gleichung (91.) 
= —2, so hat man 4,(—2)— A, (—4) = 4(l12)’, und wenn man aus 
diesen beiden Gleichungen A, (—}) eliminirt, so hat man 4,(—1) = 
24,(—2) + A,(+1), welche Gleichung zeigt, dafs die beiden Werthe des 
€ einander gleich sind. Man hat daher, wenn z in x verwandelt wird, 
für jedes beliebige x allgemeingültig die F'ormel 
Diese Formel, welcher man noch einige andere Gestalten geben kann, in- 
dem man die darin vorkommenden F'unctionen nach der Formel (91.) ver- 
wandelt, und die Formel (91.) selbst, sind die beiden einzigen, welche man 
erhält, wenn man in A,(x) statt x eine rationale Function vom ersten 
Grade setzt. Eine dieser entsprechende Formel findet sich in Legendre 
Exercices de calcul integral; alle übrigen Formeln aber, welche wir noch 
entwickeln werden, sind für neu zu erachten. Da die Substitution einer 
rationalen gebrochenen Function vom ersten Grade nur diese beiden For- 
meln gegeben hat, welche nur eine einzige unabhängige Variable enthal- 
ten und deshalb weniger allgemein sind als die Formeln für die Function 
A,(#), welche wir oben entwickelt haben: so sind wir hier genöthigt, zu 
der Substitution einer rationalen gebrochenen Function zweiten Grades 
unsere Zuflucht zu nehmen. Wird eine solche aber in ihrer allgemeinsten 
Form substituirt, so wächst die daraus entspringende Formel zu einer enor- 
men Gröfse an und wird dadurch fast ganz unbrauchbar. Deshalb wollen 
wir dieser rationalen Function folgende speciellere bestimmte Form: geben: 


Hierdurch wird 


man erhält also 


z(1—y)? 2 | 
Zu 
| 
- 
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Wird nun dieses Integral genau nach den in $. 10. gegebenen Regelu 
zerlegt, so findet man die gesuchte Formel olıne andere Schwierigkeiten 
als etwas weitläuftige Rechnungen. Um jedoch auch diese so viel es sich 
{hun läfst zu vermeiden, wollen wir diese Zerlegung auf folgende, dem 
bestimmten F'alle angemessenere Art ausführen. Da für jeden beliebigen 
Werth von @ und 5, | 


lab” — = 0 
ist, so hat man, wenn man a= setzt, 


Y 
und, wenn man a=xy, setzt, 


+dey’—?2 (? ) 7) ER 
Multiplicirt man die erste beiden Gleichungen mit —— +. — , 


1—x 


die zweite mit z und addirt beide, so erhält man, bei gehö- 


riger Theile: | 


\y—a 1—yx y! y—x 1—yx 


Die einzelnen Glieder dieser Formel sind hier so te dafs 
sie sich alle unmittelbar durch die Function 4, integriren lassen. Führt man 
daher die Integration aus, so hat man 

x(1—y) x(1—r) 

—24(- 2) 24 )— 2) Id—x)+ €. 

Da einige der in dieser Formel vorkommenden Functionen unendlich grofs 
werden, sobald x den Werth +1 erhält, so kann die Constante auch hier 
wieder zwei von einander verschiedene Werthe haben, von welchen der 


eine dem Intervalle von x = — o bis x == +1, der andere dem Intervalle von 
44 * 


€ - 
5 
{ 
} 
| 
| 
4 
4 
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+1 bis zugehört. Es wird sich aber zeigen, dafs in die- 
ser K'ormel, so wie in allen, welche wir für die Function A,(x) herleiten 
werden, die Constante in den verschiedenen Intervallen des x stets unver- 
ändert bleibt; wodurch sich diese Formeln von den für das entsprechende 
logarithmische Integral der zweiten Ordnung im ersten Theile gefundenen 
wesentlich unterscheiden. Setzt man, um die Constante in dem ersten Inter- 
valle zu bestimmen, z=0, so erhält man 


+ 


Um nun die Constante in dem anderen Intervalle von x = +1 bis = x zu 
bestimmen, nehme ich einen der Grenzwerthe, nänlich z=m, wo m w- 
endlich grofs ist. Da nach Formel (91.) 


für m = © ist, so giebt dieser Werth 


oder, da m sich von selbst hinweghebt, 
—N)— 240-014 


welches genau mit dem in dem anderen Intervalle des x geltenden Werthe 
übereinstimmt. Setzt man in der Formel (91.) x=1-—-y, so sieht man so- 
gleich, dafs der Werth des C auch folgende Form anniınmt: 

C= 
Substituirt man nun diesen Werth des C, so läfst sich die gefundene For- 
mel folgendermafsen darstellen : 


Diese Formel soll nun für die logarithmischen ‚Integrale dritter Ordnung 
eben so als Grundformel benutzt werden, wie wir die Formel (2.) als Grund- 
formel für die ganze Theorie der logarithmischen Integrale zweiter Ordnung 
sebraucht haben. Sie ist zwar im Vergleich mit jener complieirt zu nennen, 
weil sie neun solche Funetionen in sich enthält: aber dies liegt in der 
Natur der Sache, da die einfachen Eigeuschafien der logarithmischen Inte- 


» 
| 
. 
P 
| 

- ? 


17. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 337 


grale immer mehr verschwinden, je höher die Ordnung derselben wird. Es 
giebt zum Beispiel für die einfache logarithmische Function von der dritten 
Orduung 4,(x) auflser der Formel (91.) keine andere, in welcher nur 
zwei solche Functionen mit einander verbunden wären, und aufser der 
Formel (92.) giebt es nur noch eine einzige, in welcher drei solche Functio- 
nen vorkommen, nämlich die Formel 


94. x) = 44(—x) +44 (+x), 
welche man aus (93.) erhält, wenn man y=x setzt. In allen übrigen 


Formeln, welche wir gefunden haben, kommen mehr als drei dieser Functio- 
nen vor. Einige der einfachsten sind folgende : 


4 
5 +24 
2 — 
welche Formel man aus (93.) erhält, wenn man y=—-1 setzt; ferner 
%. Aa) +A 


2 
= 24, (= -) + 24(—x(1—x)) +6A4(—x) + 94,(x&) — 2! 1—x)); 
diese erhält man aus (93.), wenn man y=1—x setzt und alsdann x in 


1—x 
verwandelt. Seizt man in (93.) y=—z und wendet die Formel (94.) 
zur Vereinfachung an, so erhält man 


7. + — 


= 24(@2)+24(&) +30 — 
geselzt ist. 

Die Anzahl dieser specielleren F'ormeln läfst sich leicht beträchtlich ver- 
mehren, wenn einer der beiden Gröfsen x oder y andere, besondere Werthe 
gegeben werden; auch lassen sich dieselben in vielen anderen Gestalten 
darstellen und mannigfach unter einander verbinden. Von diesen Verbin- 
dungen wollen wir aber nur einer erwähnen, welche man aus (92. und 94.) 
leicht erhält, nemlich der Verbindung 

38 = 


verwandelt, oder indem man z=y? seizt und alsdann y in —x 


wo Kürze halber 
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Diese Formel ist nemlich für die numerische Berechnung der Function A, x, 
von Wichtigkeit; wie wir alsbald zeigen werden. 


$. 12. 


Die Function A, nimmt fortwährend ab, von bis = —1: 
von —1 bis aber nimmt sie fortwährend zu; denn der erste 


2 
Differenzialquotient Er ist in dem ganzen ersten Intervalle negativ, 


in dem zweiten Intervalle aber positiv. Für e=—1 hat diese Function 
ein Minimum, dessen numerischer Werth A,(—1) = —2,4041138063 oder 


A(—1) = 28; ist, wenn nach Legendre durch S, die Reihe 145 
+ “+ .... bezeichnet wird. Da ferner A4,(0)=0 ist, so folgt, dafs für 


alle positiven Werthe von x auch A;(x) positiv ist, und die Formel (91.) 
zeigt, dafs wenn » selr grofs ist, .d,(x) sehr nahe gleich 4(!x)’ wird. 
Für negative Werthe des » ist A,(x) anfangs negativ, kehrt aber bald 
wieder ins Positive zurück und wird, auch wenn x negativ sehr grofs 
ist, sehr nahe gleich 4 (—x)’”. Die numerische Berechnung dieser Fune- 
tion wird durch die gefundenen Formeln aufserordentlich erleichtert; denu 
vermittelst derselben kann man jede Function A,(x) durch andere aus- 
drücken, in welchen das Element x in bestimmte, sehr enge Grenzen ein- 
geschlossen ist, so dafs eine ausreichende Tafel dieser Function nur ein 
sehr kleines Intervall umfassen dürfte. Zunächst kann man nemlich durch 
die Formel (91.) jede Function A,(x), in welcher der absolute Werth des x 
gröfser als die Einheit ist, durch eine andere ausdrücken, in welcher x in 
den Grenzen —1 und +1 liegt; ferner kaun man nach der Formel (94.) 
jede solche Function mit positivem Elemente durch zwei andere ausdrücken, 
deren Elemente negativ sind, so dafs nur noeh das Intervall von —1 bis O 
zu berechnen bleibt. Dieses wird nun durch die Formel (98.) noch weiter 
eingeschränkt; denn durch dieselbe wird jede Function A,(x), deren Ele- 
ment z in den Grenzen —1 und —}(Y5—1) liegt, auf drei andere reducirt, 
deren Elemente in den Grenzen —4(y5—1) und O liegen. Durch Anwen- 
dung der Formel (96.) kann man sogar die Greuzen dieses Intervalles wie- 
der so weit verengern als man will. Da aber diese weiteren Reductionen 
zu weitläuftig sind, um praktisch mit gutem Erfolge angewendet zu werden, 
so übergehen wir dieselben. 


> 
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Um nun A,(x) in Reihen zu entwickeln, verwandeln wir dieses In- 
tegral durch theilweise Integration folgendermafsen : 


Wird Z(1+x) entwickelt und die doppelte Integration ausgeführt, so 
hat man | 
Diese Reihen-Entwickelung, durch welche man .A,(x) für alle Werthe des x 
in den Grenzen —1 und —+1 berechnen kann, setzt das entsprechende 
logarithmische Integral der zweiten Ordnung 4A,(x) als bekannt voraus. 
Ist dasselbe unbekannt, so mufs man dafür die Reihen-Eniwickelung aus 
$. 3. substituiren, wodurch man erhält : 


100. Al) = 
2 3 4 
5; +3 rt...) 
Wenn man & in n verwandelt und alsdann 43 nach der Formel (91.) in 
—4(1x)’ verwandelt, so erhält man eine Reihen-Entwickelung, 
welche nach negativen Potenzen von = fortschreitet und welche dazu 
dient, diese Function für Wertbe des x zu berechnen, welche gröfser als 1 


sind, nemlich die Reihen - Entwickelung 
101. A;,(x) = 


Für den Fall, dafs x dem Werthe +1 oder —1 sehr nahe liegt, 
convergiren diese Reihen nur sehr langsam. In diesem Falle mufs man, 
um dieselben mit Vortheil anwenden zu können, die Function A, (x), wie 
wir oben gezeigt haben, durch andere Functionen derselben Art ausdrücken, 
in welchen x dem Werthe O näher liegt. Da dies aber Weitläuftigkeiten 
verursacht, so wollen wir für diesen Fall andere Reihen - Eutwicke- 
lungen herleiten, welche nach Potenzen von Zx geordnet sind und deshalb 
grade für den Fall, dafs x der Eins nahe liegt, sehr gut convergiren. 
Da diese Art der Reihen-Entwickelungen nicht nur dem logarithmi- 
schen Integrale dritter Ordnung A, (x), sondern eben so den entsprechen- 
den logarithmischen Integralen aller Orduungen zukommt, so wollen wir 
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- 
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dieselben sogleich allgemein für das Integral 


geben. Setzt man = —-e‘, so verwandelt sich das Integral in 


Es ist aber, nach Potenzen von 2 entwickl 


wo B=+}t, B= etc. die Bernoullischen Zahlen sind. 
Wird nun diese Reihen-Entwickelung substituirt und die Integration aus- 
geführt, so hat man 


B,z"t! B, 


Diese Reihe ist convergent in den Grenzen = — 27 und +27, wie man 


aus dem bekannten Gesetze ersieht, nach welchem die Reihe der Bernoulüi- 
schen Zahlen zunimmt. Auf ähnliche Weise hat man auch 


und da 
z_(M—1)B,z8 , (2-1) B, 


1.2.3.4 + 71.2.3.4.5.6 
ist, so erhält man ebenfalls 


:) — (22  (2°—1) BB, 
An(e*) 1.2(n+1) — 173403) 


welche Reihe in den Grenzen z= — z und z= + convergirt. Für den 


besonderen Fall n=3, um welchen es sich hier handelt, hat man daher 
102. A, 


= 2 1. 4. 611234568” 
103. 4,(+e°) 

= 4,(+D+ 1.2.4 1.2.3.4.6 +72345.63 


Bestimmte Werthe des x, für welche sich die Function A;(&) durch be- 
kannte Functionen, namentlich durch Logarithmen und Kreisbogen aus- 
drücken liefse, sind bis jetzt noch nicht bekannt, obgleich schon Jacob 
und Johann Bernoulli und später Euler und andere Mathematiker 
darauf ausgegangen sind, besonders den Werth des sp: = was 


dasselbe ist, den Werth der = 1+5 at 


| 
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durch die Zahl #7 oder durch Logarithmen auszudrücken. Auch von den 
hier gefundenen Formeln giebt keine einen solchen Ausdruck, weder für 
x—=—1, noch für irgend einen anderen Werth des x. Zu bemerken ist 
in dieser Beziehung, dafs man aus dem gefundenen Werthe von 4, (—1) 
sogleich die Werthe von 4,(+1), 4,(—2) und 4,(—4) ableiten könnte, 
denn nach den obigen Formeln ist 4,(+1) = —}4,(—1), 4,(—2) = 
34(—1) und A(—3)=3 41) — 302)". 


$. 13. 

Nachdem wir die Haupteigenschaften des einfachen logarithmischen 
Integrals dritter Ordnung 4;(x) entwickelt haben, gehen wir zur Behand- 
lung der allgemeineren, von zwei Elementen abhängigen Functionen D,(x, «) 
und E,(x,«) über. Da D,;,(x, «) durch folgendes Integral definirt wird: 


(!+ x)? (coosa+x) dx 
Dy(z, «) =/ + x? 


so bat man unmittelbar folgende Eigenschaften desselben: 
D;(xz,—.) = D,(&, u); D,(x,a+?2ur) = D;(x, a); 
= D,(— 2,0); D;(&,0) = A;(&); 
= A(—x); = 


oder wenn <= gesetzt und D;, a) durch D(u, «) 


bezeichnet wird: 
D,(—u,—ı) = D;(u, ; D,(u-+ur,a) = D;,(u, a); 
D,wa-+ur) = D; (u, a); D;(u, 0) = 4(—1); 
= A(+D; Diw}r) = 1,(tang’u). 

Wenn ferner « und « zugleich verschwinden, so geht D;(u, «) in 4,(—z) 

u 


ut 


über, wo 2 der Grenzwerth ist, welchen der Quotient erhält, wenn 


u und « zugleich verschwinden, oder in 


D;(u.w, = 


-), wenn w unendlich klein ist. 


Die Differenzialquotienten des D,(x,«), in Beziehung auf x und «a, sind 
dx 1+2x2c0se + x?’ 
dD,(x,ca) _ —x(l+x)? 
c0sc+x? +22. a) 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hft.4. 45 
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Also ist das vollständige Differenzial 


(tx)? + cose) dx x(l+x)sinede 
= + 2E,(z, a) da, 


welches auch auf folgende einfachere Form gebracht werden kann: 
dD(x,a) = 41+ x) dl(1+2xcosa +x°) +?2E; (x, u) da. 


Seizt man x 
renzial von D(u, «): 
sin u sin 

Wir leiten nun zunächst wieder die Formeln her, durch welche 
D,(—x”,na) und D,(+x”,n«) in andere F'unctionen von derselben Art zer- 
legt werden können; denn diese Formeln kommen den logarithmischen Inte- 
gralen D und E alier Ordnungen zu. Da 
(+2)? (2" — cosna)na!dx 

1— 2x" cosna 


so erhält man hieraus für das vollständige Diffe- 


D,— x", na) = 


ist, so hat man, wenn der rationale Bruch unter dem Integrationszeichen 
in seine Partialbrüche zerlegt wird, und wenn diese einzeln integrirt werden : 


n—1 


104. = 
0 


n 


gt 
und wenn « in «-+ — verwandelt wird, 


n—1 


1 
Setzt man in D,(x, a), — statt x, so erhält man 


und wenn die Integration ausgeführt wird: 
1 
D; «) = D,;,(x,0) 


Da für <=0 die Continuität der in der Formel vorkommenden Functionen 
unterbrochen wird, so mufs die Constante für die beiden Intervalle von 
x — oo bis O und von bis + oo besonders bestimmt werden. Setzt 
man aber x—=—1 und = +1, so zeigt sich, dafs die Constante in beiden 
Fällen gleich O ist. Deshalb hat man 


106. = 
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Setzt man = -— “ , so kann man, nach der anderen Art der Bezeich- 
sin(u-f «) | 


nung, diese Formel auch folgendermafsen darstellen : 

1097. D,xwa) — D, —u—u.) = 
Die übrigen Formeln für die Function D,(x,«) entwickeln wir aus den 7 
bereits gefundenen Formeln für die einfache Function 4,(x), indem wir 
das Element x imaginär nehmen und alsdann diese Functionen in ihre rea- 
len und imaginären Theile zerlegen. Setzt man so zunächst in F'ormel (92.) 
ze“ statt x und I—xe”—= re“ und zerlegt diese Functionen in ihre rea- 
len und imaginären Theile, von welchen hier nur die realen berücksichtigt 
werden, so erhält man 


0, +u) D’—x,..)=L, 
wo die logarithmischen Integrale zweiter und erster Ordnung, welche in 
der Formel vorkommen können, mit bezeichnet sind. re“ 
ist, so ist 
— sinu sin 

sin (u-+ @)’ sin(ufte)’? r sne’ 
und deshalb kann, nach der auderen Art der Bezeichnung, diese Formel = 
auch folgendermafsen dargestellt werden : ® 

=L. 


Differenziirt man jetzt in Beziehung auf x, so erhält man 


sin & 


cotg (u+a) + 2E,(—u, a+u) + (1 (cotgu — (u-+«)) 
+2E;,(u, 0) — (1 =) coig(u-+o) = 

Die beiden Functionen E, fallen von hinweg, weil For- 

mel (69.) $.8. E(wu)=E(w—ua—u) ist. Das Uebrige aber vereinfacht } 

sich leicht, so dafs man erhält: | 


Die Integration giebt hierauf 

\? in« 3 

Um die Constante zu bestimmen, bemerke ich, dafs wenn « und u-+« 
beide in den Grenzen O und 7 liegen, die Continuität der in der Formel 
vorkommenden Functionen niemals unterbrochen wird und dafs also die Con- 
45 * 


# 
> 
3 
ur 
= 
2 
4 
h 


344 17. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 


stante dann nur einen bestimmten Werth haben kann. Setzt man, um die- 
sen zu bestimmen, %==0, so erhält man © = 4,(—1). Dies giebt die 


Formel 
108. D, —wa-+u) +D;,(a,u) +D,; (u, o) 


in u sin.« 2 
(ut e) + (2 + 4(—1) 
für jeden beliebigen Werth des # und «; denn obgleich die Constante unter 
der Voraussetzung gefunden worden ist, dafs « und -+« in den Gren- 
zen O und 7 liegen, so gilt doch dieser Werth der Constante ganz allge- 
mein, da man « und um beliebige Vielfache von z vermehren und vermin- 
dern kann, ohne dafs die Formel sich änderte. 


Um nun auf ähnliche Weise auch aus der allgemeinen Grundformel 
für die Function , die entsprechende Formel für die Function D, herzu- 
leiten, verwandle man in der Formel (93.) x in ze und y in yef* und 
setze überdies ze = re“ und 1—ye=re”. Werden nun die ein- 
zelnen F'unctionen in ihre realen und imaginären Theile zerlegt, so er- 
hält man, wenn hier nur die realen Theile berücksichtigt werden, fol- 
gende Formel: 


D; B+2u—2r) +D, (-; + = 


+2D,(— 2, 


wo Z die logarithmischen Integrale von der zweiten und ersten Ordnung be- 
zeichnet, welche in der Formel vorkommen können. Dieser Theil Z wird 
am leichtesten durch Differenziation der ganzen Formel gefunden; wodurch 
solche zugleich einen eigenthümlichen, von der Betrachtung des Imaginären 
unabhängigen Beweis erhält. Um aber die Differenziation mit Leichtigkeit 
ausführen zu können, treffen wir noch folgende Vorbereitungen. Aus 
1—xe"=re" ud folgt 


Aufserdem führen wir folgende abkürzeude Bezeichnungen ein: 


1—2xycos(a p’; cos(a—P)+ 
Hierdurch wird 


> 
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p’.g? 
1— 


Da in dem Differenziale der Function D;(x, «) der Ausdruck 
dl(1+?xcosa-+ x’) vorkommt, so sind die einfachen Ausdrücke, welche 
diese leicht zu beweisenden Gleichungen gewähren, von sehr grofsem Vor- 
theil für die Differenziation. In dem vollständigen Differenziale der Func- 
tion D;(x,«a) ist ferner auch das logarithmische Integral zweiter Ordnung 
E,(x, a) enthalten, welches nur dann verschwindet, wenn das zweite Ele- 
ment der zu diflerenziirenden Function constant ist. Da nun aus dem End- 
resultate diese logarithmischen Integrale zweiter Ordnung verschwinden, 
so wird es zweckmälsig sein, die Differenziation so einzurichten, dafs die- 
selben gar nicht erst in die Rechuung hineinkommen. Dies wird erreicht, 
wenn ı und v zugleich als variabel betrachtet werden, die Differenz u—v 
aber als constant, so wie auch « und ß als constant. Das Differenzial der 
allgemeinen Formel, in Beziehung auf # und v genommen, jedoch so, dals 
u—v constant ist, oder du—dv=0, läfst sich nun folgendermafsen 


darstellen : 


Sammelt man die einzelnen Glieder, und eben so 


die, welche 29 7 enthalten, so verschwinden dieselben für sich, wie man so- 


q 
gleich aus der für jedes beliebige « und 5 gültigen Formel 
(ab? + (la)? — 2(lab? = 0 
ersieht, von welcher wir schon oben Gebrauch gemacht haben. Die Glie- 


der, welche = enthalten, verschwinden zwar nicht vollständig, werden 


aber leicht vereinfacht, so dafs endlich nur folgender Ausdruck von dL 
übrig bleikt : 


Ei 
gr 
| 
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woraus maı durch Integration 
L= — + 3(1y)° + const. 


erhält. Die Constante welche nun zu bestimmen ist, kann zwar u—v ent- 
halten, weil dies bei der Differenziation als constant betrachtet worden ist: 
setzt man aber w—v=y oder v=v-+Y, so kaun die Constante nur die 
Gröfsen @, und enthalten, aber nicht die Variable Wird v=v-+Yy 
gesetzt, so haben die Gröfsen 2, y, r und go folgende Werthe: 

sin(v-+7) sin v sin sin 

Hieraus ersieht man, dafs nur dann in der allgemeinen Formel eine Dis- 
continuität Statt haben kann, wenn, indem » seinen Werth ändert, eine der 
Gröfsen sin(u+y+ u), sino und sin(o+ß) gleich Null wird. In diesen 
Fällen könnte daher auch eine Aenderung der Constante Statt haben. Wir 
werden aber zeigen, dafs die Constante auch in diesen Fällen unverändert 
ihren Werth behält und dafs sie keine der Gröfsen «, ß und Y enthält, 
sondern den einfachen, rein numerischen Werth —24,(—1) hat. Um er- 
stens zu zeigen, dafs die Constante unverändert bleibt, wenn sin(vo-+y-+ «) 
—=( wird, oder sein Vorzeichen ändert, setze ich sinv+y+a)=w, wow 
unendlich klein sein soll. Wird nun w positiv unendlich klein angenommen, 
so mufs man den einen Werth der Constante erhalten, und wenn w negativ 
ist, den andern: wenn aber » ganz aus der Gleichung hinwegfällt, so sind 
beide Werthe einander gleich oder es tritt keine Aenderung der Constante 
ein. Die Annahme sin(v+y+ u) =w giebt 


Ferner ist nach Formel (106.) D(, a = =) für w unendlich klein. 
Deshalb erhält man 


Aus dieser Gleichung hebt sich » von selbst hinweg und es bleibt 


+6. 


» 

| 
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Die Constante bleibt also ungeändert, wenn sin(o+y-+x), indem v sich 
ändert, den Werth O passirt. Da gauz auf dieselbe Weise auch bewiesen 
wird, dafs die Constante ungeändert bleibt, wenn sin» oder sin(o+£) 
gleich Null wird, so wollen wir die Beweise hierfür nicht erst herschreiben, 
sondern diesen gefundenen Werth der Constante, welcher unter allen Um- 
ständen gültig ist, noch durch Formel (108.) in seiner einfachsten Gestalt 
darstellen. Setzt man in der Formel (108.) — «a — statt ©, und ß statt «, 
so stimmt dieselbe genau mit der Gleichung für die Constante überein und 
man erhält aus der Vergleichung beider sogleich C=—2.1,(—1). Die 
jetzt völlig bestimmte Grundformel für das logarithmische Iutegral dritter 
Ordnung D;(&,«) kann nun folgendermafsen dargestellt werden: 


a—B+u—v)+ 2D,(**, a+u—r)+ 2D,(—%,u—v) 


+3 —24(—1), 


—"sin(u+ e)’ —"sin(u+ e)’ 


Wir haben bisher den logarithmischen Integralen, welche in dieser Formel 
enthalten sind, die Form D,(x, «) gelassen: sie können aber auch auf ein- 
fache Weise auf die Form D;(w,«) gebracht werden. Zu diesem Zwecke 
sind zwei Hülfswinkel nöthig, welche durch folgende Gleichungen be- 


stimmt werden: 


xy sin(@-+- /) f) 
= 1— xy = y—xcos(e— 


Durch diese Winkel wird, wie leicht zu beweisen ist, 


sin p sin 
77 

ji sin — u) 

sn(p+ae—v)’ yr sinwta— B—v)’ 


ro 
ee _ oe Snw—P—u) 
20° _ 
Substituirt man diese Werthe, so hat mau nach der oben eingeführten ein- 
facheren Art der Bezeichnung : 
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110. 20) + + D,(®, a 
— 2 D,(y—u, «—P+u—v) +2D,(P—u, atu—v) +2 u—v) 
+ 2D,® +ß—u, —ß +u—) + 2D;(u, + 2D;(v, ß) 
sinv «) si \3 
Aus dieser allgemeinen Formel wollen wir nun wieder einige der 


merkwürdigsten speciellen Fälle entwickeln. Setzt man P=a und v— 
so wird und und man erhält 
111. D (w2o) = + 
— sin usin(u + 2«) sin(u+ «) 

sin?(u--a) )+ 20) Il — A,(—1). 
Wenn man die Functionen D,, welche in dieser Formel enthalten sind, 
nach Formel (107.) umformt, so kann man derselben noch einige andere Ge- 
stalten geben, z. B. 


sin u 
112. D,w2o) = 2D,(ua) +2D;( 
— sınu Sın{[u 
—+4( — 2D,(— 2a, 


— sin (u+ «) sin (u — sin u 3 inu 3 
) sin (uf 5) —$ sin =) 
+ D,(— a, 20) — A,(—1). 
Eine andere, noch ziemlich einfache Formel erhält man aus der allgemeinen 
Formel (110.), wenn man v=47—u nimmt, wodurch 


und ® = ?u wird, nemlich 
114. D,2w20) = 2D,(wa) +2D,(w+ 47,0) +2D;,(w, 


— tangu 


+ 2D,(u +47, 0447) — Al) — tang(u-+a)) 
+ 4-4, (tang?u) + 2)) + (u + 


@ (Hang (u + — 24,(—1). 


In der Formel, welche wir jetzt aus der allgemeinen Formel (110.) her- 
leiten werden, spielt die specielle Function D,(4(7—.o), «) eine Hauptrolle. 
Diese steht zu der allgemeinen Function D;(u, «) in einem ähnlichen Verhält- 
nisse, wie bei den logarithmischen Integralen zweiter Ordnung (47 «) 
zu E(u, a), und deshalb wollen wir, wie wir oben E(4(7—.«), «) einfach 
durch E‘(«) bezeichnet haben, so auch hier D,(4(7—.u), «) einfach durch 


- 
4 
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D,(«) bezeichnen. Für die logarithmischen Integrale zweiter Ordnung 
konnte E(u,«) vollständig durch die einfache Function E’(«) ausgedrückt 
werden: hier aber, für die logarithmischen Integrale dritter Orduung, kann 
nicht jedes Integral D,(u, «) für sich selbst durch die einfache Function D; («) 
ausgedrückt werden, sondern nur die Summe zweier zusammengehörigen In- 
tegrale; wie wir sogleich zeigen werden. Setzt man nämlich in der allgemei- 
nen Formel (110.) v=4(r—a) und v=4(#—P), wass® = 
und Y=4(r—a+P) giebt, so erhält man, wenn man von der angege- 
benen einfacheren Bezeichnung Gebrauch macht: 


115. D,(4B, + = 1 
+11. +41). 


sin? 


Setzt man hierin weiter B=7 und ?2«-+7 statt «, so hat man 


116. 


cos? 


Die Grund-Eigenschaften der Function D; (a), welche unmittelbar aus der 
Definition folgen, sind: 


D,(—a) = D;(a), = D;(a), D,(0) = 4,(—1), 
= —i14A(—1), 


und da für e=1, D,(—x,a) in D;(«) übergeht, so hat man aus (104.) 
unmittelbar folgende Formel: 


n—1 


117. Dina) = n =), 


deren specielle Fälle für n=?, n=3 und n=4 folgende sind: 
= 4D;(a)+ 4D,(a+7), 

= 9D;(a)+ 9Di(a+3#) +9 

D,(4a) = 16D,(a) + 16 +47) + 16. + 16. Di(a+ 37). 


Andere specielle Formeln, welche man sich nach Belieben aus der 
allgemeinen Formel (110.) verschaffen kann, übergehen wir, da sie fast 
alle den hier gegebenen an Einfachheit nachstehen. Ueberhaupt bietet die 
Function D;(w, «) nicht eine so grofse Mannigfaltigkeit einfacher Eigen- 
schaften dar, als das entsprechende logarithmische Integral zweiter Ord- 
nung; wovon wir den Grund in einer Schlufsbemerkung zu diesem Theile 
der Abhandlung zu zeigen gedenken. | 
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$. 14. 


Wir haben nun noch die einfachen Reihen -Entwickelungen herzuleiten, 
welche zur numerischen Berechnung der Function D, dienen. Hierzu 
wählen wir die ursprüngliche Form dieses Integrales, nämlich : 


a) =/ 1+2xcosa+x? 


Setzt man der Kürze wegen ?—=1-+?2xcosa+z’, so ist 
D,(x,a) = /(l+x)dIr, 
und hieraus hat man durch theilweise Integration: 
D,(x,a) = Ir(lx) 767 Ir. 
Da aber bekanntlich 


x? cos2e | cosda 
ist, so findet sich durch Ausführung der Integrationen : 


x c0sa ac? x3 cos3« ) 
... 


118, D,(x, 13 22 3? 
cos 2 cos?2a cosd3« 


Seizt man statt x und nimmt D, (-,a) = D,(xz,0)—}(1x)’ nach For- 


mel (106.), so erhält man folgende nach negativen Potenzen von x ge- 

ordnete Reihen - Entwickelung: | 

& 

Diese beiden Reihen -Entwickelungen reichen zur Berechnung der nu- 
merischen Werthe der Function D; (x, «) aus, weil die eine convergirt, wenn 
die andere, wenn «>1 ist; vom Vorzeichen abgesehen.. In dem F'alle 
aber, wo x einem der Werthe +1 oder —1 nahe liegt, convergiren diese 
Reihen nur sehr langsam. In diesem Falle ist es daher vortheilhaft, die 
Function D(x,«) in eine Reihe zu entwickeln, welche nach Potenzen von 
!(+x) geordnet ist, oder, was dasselbe ist, die Funetionen D,(—e’, «) und 
D,(-+e‘, «) nach Potenzen von % zu entwickeln. Zu diesem Zwecke 


braucht man eine nach Potenzen von 2 geordnete Entwickelung von 
e?? — e* 
1— 2e! cosat 


> 
x 
% 
4 
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Dieser Ausdruck läfst sich auf folgende Form bringen: 
= + oolang(} (a +i2)) — Hi ootang (}(«—i2)), 
wo 2=y-—-J1. Hiernach erhält man unmittelbar durch Anwendung des 

Taylorscheu Satzes: 


Multiplieirt man nun mit 2°.dz und integrirt, so hat man 
120. D,(—e‘, a) 


z> dcotang4a z* d3 cotang 4« ze 
= Di(—-1,0)+ 15 — das 


Die Differenzialquotienten von cotang}«a, welche in dieser Entwickelung 
vorkommen, haben folgende Werthe: 


dceotgta 2 d’ cotg}@« _ —4(cos« +?) cotgta 
da  (2sin}o)? de! ? 
— d’cotg}« —4(cos3« + 120 cos?« + 1191 cos«-+ 1208) 
(2 sin 4 «)® | (2 sin} 


Ueber das Gesetz der hierin vorkommenden Zahlencoefficienten sehe man 
Euleri institutiones calculi differentialis Cap. VII. p. 486. Die Reihen- 
Entwickelung von D,(-+e’, «) erhält man aus dieser, wenn man & in a— 
verwandelt. Dafs diese Reihen-Entwickelung convergirt, wenn x klein 
genug genommen wird, ist leicht zu zeigen. Man kann aber auch die Gren- 
zen genau finden, innerhalb deren sie convergirt; dieselben sind — 
bis z= +a, wenn & in den Grenzen —z und +7 liegt. 


Wir haben uun noch die Reihen-Entwickelungen der Function 
D,(x, «) für den besondern Fall herzuleiten, wo = —1 ist, in welchem 
Falle wir statt D,(—1, a) oder D,(4(r—.a), «) das Zeichen D; (a) ein- 
geführt haben. Setzt man in (118) e=—1, so erhält man zunächst 

Diese Reihe aber ist wegen ihrer geringen Convergenz zur numerischen 
Berechnung nicht brauchbar. Eine sehr gut convergirende Reihe erhält man 
dD, 
da 


dagegen aus der oben gefundenen Entwickelung von E;(«), weil 
—=N2E;(«) und | 

B, a® B, B,«' 


ist. Integrirt man diese Reihe und bestimmt die Constante durch den Wertlh 
46 
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«=0, so hat man 


Nach der Formel D;,(?2«) =4D;(«) +4D;(#—.u) erhält man hieraus auch 
folgende Entwickelung von D, (mr —.o): 
123. = 


(2?—1)B,at , (2?*—1)B,a® (2°—1)B,«a® 


$. 15. 
Genau denselben Gang verfolgend, welchen wir für die Function 


D,(x, «) genommen haben, untersuchen wir jetzt das andere von zwei 
Elementen abhängige logarithmische Integral dritter Ordnung 


(!+x)?sine.dx 
E,(z, 0) 


Unmittelbar aus der Definition ersieht man, dafs 

E,(z,—u) = — E,(s, u), = E,(«, 0), 

E,(&,a+ (20 +1)7) = E,(—%, u), E;,(&,0) = 0. 
Wenn gesetzt und E, ‚a) durch E,(u, be- 
zeichnet wird, so lassen sich diese Eigenschaften auch folgendermafsen 
darstellen: 

E,(—u, = —E;(u,u), E,(u+ur,a) = E,(w o), 

= E;(u,a), E;,(u,0) = 0. 
Auch wenn % und «a zugleich verschwinden, ist E,(w,a),=0. Das voll- 
ständige Differenzial der Function E,(x, «), wenn die beiden Elemente x 
und « zugleich als veränderlich genommen werden, ist 


(A+x)?sine.dx (ae +cosae)de 
= 1+2x2cose+x? + 1+2xcosc+x? —2D,(&, a) da, 


welches auch kürzer folgendermafsen dargestellt werden kaun: 
dE,(&,0) = (l+x)’darctang D;(x, «) da. 


— sinu 
sin (u+«) ’ | 
sın u 3 
dE,(u, 0) = —(l du—2D,(uo)da. 
Nach diesen Vorbereitungen suchen wir die Formeln, welche die Eigen- 
schaften der Function E,(x,«) enthalten. Zunächst findet man sogleich, 


Setzt man x = so findet sich hieraus 


| 
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dafs für diese Function eben so wie für die Function (x, «) folgende 
Formeln gelten: 


n—1 | 
124. E,—ı”, = n’ 2, 


125. E,(+x”, na) = S,E,(—x, 
0 
Setzt man ferner 4 statt x, so erhält man 
E,(-, = 


Die Constante dieser Formel hat zwei von einander verschiedene Werthe. 
So lange nemlich x continuirlich sich verändert, von e= —» bis =+x, 
verändert sich auch E,(x&, &) continuirlich, und behält auch, wenn x unend- 
lich grofs wird, immer einen endlichen Werth: wenn aber x von dem 


Werthe —» auf den Werth + oo überspringt, oder wenn in E,(-—, «) 
x aus dem Negativen in’s Positive übergeht, so macht der Werth dieser 
Function einen Sprung. Deshalb ist die Constante dieser Gleichung für die 
beiden Fälle, wenn x positiv und wenn x negativ ist, besonders zu bestim- 
men nölhig. Setzt man in dem ersten Falle x = 1, so hat man Ü=2E,(1, 0); 
setzt man für den zweiten Fall = —1, so hat man C=?2E,(—1,«). 
Diese beiden Werthe der Constante lassen sich aber leicht durch Kreis- 
bogen ausdrücken; denn für =1 ist 
dE,(1,.) = —?2D,(1,«) du, 
und da, wie wir oben $. 5. (33.) gefunden haben, D,(«, 
oder, was dasselbe ist, D,(1,0) = — „1,7? ist, in den Grenzen «= — 
bis «= +7, so hat man 
dE,(1,a) = —4u’ da 
und nach Ausführung der Integration 
186. = — 4a’ + = 
in den Grenzen «= —r bs +7. Seizt mau statt «, so 
hält man zugleich 
127. Ex, = + — Lam = 
in den Grenzen bs a=?r. 
Hiernach hat man die Formeln 
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| | 
a) = — 
wenn x positiv ist und « in den Grenzen —z und + liegt, und 
1 
E, (z,0)+ a) = 2m), 
wenn x negativ ist und « in den Grenzen O und 27 liegt. 


128. 


Setzt man = so kann man die Formeln auch folgendermafsen 


darstellen : 


129. E,wa)+E, =L, 
wo unter der Voraussetzung, dafs « und u-+« in den Grenzen O und z 
liegen, 
L = ist, wenn in den Grenzen — und 0, 
L = —}ua(a—rz)(a—27), wenn u in den Grenzen O und 7 liegt. 


Die übrigen Formeln entwickeln wir wieder aus denen für die Function A; (x) 
auf dieselbe Weise, wie wir die Formeln der Function D,(x, «) oben 
gefunden haben. Wird in der Formel (92.) $. 11. ze“ statt x gesetzt und 
aufserdem 1— —=re“, so giebt der imaginäre Theil dieser Formel 


,a+u)— r,u) (—x,0) = L, 


wo Z der Theil der Formel ist, welcher die logarithmischen Integrale 
von der zweiten und ersten Ordnung enthält. Da ferner 1—-xe"=re“ 


gesetzt ist, so ist 
sin u Pr sin & x sin u 


= - = ——, 

sin (ut «)’ sin (u-+ «) r sin @ 
Substituirt man diese Werthe, so hat man, nach der einfacheren Art der 
Bezeichnung: 


E,—wu+o)— =L. 
Differenzürt man nun in Beziehung auf w, so findet sich 
(1) —2D,(-u u+a)+2D,(a, (a) 
Vertauscht man jetzt in der Formel (31.) $.5. « und «a, so zeigt sich, dafs 


= — ist, wenn a, und % in den Grenzen O und 


du 
liegen, und 
- — — wenn « und u+« in den Grenzen 
14 


und 7 liegen und « in den Grenzen —z und 0. 


Die Integration giebt daher 


Y 
\ 


17. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 355 


L= —awW—1u’ + const., wenn a, u+« und in den Gren- 
zen O und z liegen, und 
L= — + + const., wenn « und v+« in den 
Grenzen 0 und 7 liegen und % in den Grenzen —z und 0. 
Bestimmt man jetzt die Constanten durch den Fall v=0, so findet sich 
dafs sie beide gleich Null zu nelmen sind, und man hat die Formel 
130. E,(—wu+o)— E,(a,u) + Ewa) = L, 
wo, unter der Voraussetzung dafs « und u-+« in den Grenzen O und 7 


liegen, 
L=—auW"—ıW+4r’u ist, wenn u in den Grenzen O und 7, 
L=—(a—m)W—1wW+47u wenn u in den Grenzen —z und 0 liegt. 


Um nun die allgemeinere Grundformel für die Function E,(x, «) her- 
zuleiten, welche der Formel (110.) für die Function D,(x, «) und der For- 
mel (93.) für die Function A,(x) entspricht, setze man wieder in dieser 
x statt x und ye statt y und aufserdem 1- ze = re“, 
Werden alsdann -die imaginären F'unctionen A, in ihre realen und imaginären 
Theile zerlegt, von welchen hier nur die letzteren zu berücksichtigen sind, 
und bezeichnet man alle logarithmischen Integrale von der zweiten und ersten 
SEE, Te darin vorkommen können, einfach durch Z, so erhält man 


+ +2 +2E(—y,ß)+ L. 


Die Richtigkeit dieser Formel wird wieder durch Differenziation bewiesen, 
durch welche zugleich der Theil L näher bestimmt wird. Hierzu wenden 
wir wieder die beiden Hülfswinkel ® und % an, welche wir schon oben 
$. 13. benutzt haben, nemlich 


are tang vV= aretang 


Durch diese beiden Hülfswinkel wird 


—xo sin (&+u—v) 
P—u=arctang- v—u= arc lang 


®—v = arclang u). arctang - 


o-+yr cos (d-+v—u)” 
sin (@«— 2v) 


co sin (e—B+u—v) ; 

yr—xo cos(@—B+u—v) 
o sin(u—v) 

— 0008 (u— v)’ 
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Diese Kreisbogen kommen alle in den Differenzialen der Functionen E, 
vor, welche die zu differenziirende Formel enthält, und deshalb wird durch 
diese einfachen Ausdrücke derselben die Rechnung aufserordentlich verein- 
facht. Das vollständige Differenzial der Function E, enthält aufserdem noch 
das logarithmische Integral zweiter Ordnung D,, welches nur dann weg- 
fällt, wenn das zweite Element constant ist. Damit nun diese Functionen D,, 
welche in dem Endresultate von selbst wegfallen, nicht erst in die Rech- 
nung hineingezogen werden dürfen, wollen wir auch hier die Differenziation 
in Beziehung auf « und v ausführen, jedoch so, dafs v—v=Yy constant 
genommen wird, oder du—dv=0. Hiernach giebt die Differenziation der 
obigen Formel: 


(175) + av — — (1?) — 
2 2 2 
=) —2(! (a9 — du —2(12) (av—du) 
— du) — 2 (1x) du — 2lydu +dL. 

Sammelt man jetzt die Glieder, welche dy, d® und dw enthalten einzeln, 
so sieht man, dafs sie alle für sich verschwinden und es bleibt nur dL=0; 
also Z == const., das heifst, Z ist unabhängig von % und v, kann aber die 
Differenz «—v enthalten, welche bei der Differenziation als constant be- 
trachtet worden ist. Setzt man daher v=vo-+Yy, so dafs die Formel nur 
die vier Gröfsen v, a, ß, y enthält, so ist Z unabhängig von v, also eine 
Function von a, ß und y. Um nun die Constante Z zu bestimmen, setze 
ich v2=—y, was u=0, 2=0, r=1 giebt, und erhalte so 

— siny 
sin !" 
Vergleicht man diesen Werth des Z mit der Formel (129.), so findet man 
L = 

wenn ß und ßB—Yy in den Grenzen O und 7 liegen und y in den Grenzen 
—7 und 0, und 


wo y= 


L = 
wenn ß und ß—y in den Grenzen O und 7 liegen und y in den Grenzen 
0 und =. 


Ti 
x 
+ 
3 
= 
z 
f 
- 
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Diese Bestimmung der Constante Z pafst aber nur für diejenigen 
Werthe des v, welche dem bestimmten Werthe v—=—y nahe genug liegen: 
denn sobald, indem v» wächst oder abnimmt, die ersten Elemente einer oder 
mehrerer von den in der Formel enthaltenen Functionen E, unendlich 


werden, findet eine Discontinuität Statt, und Z ändert plötzlich seinen 


Werth. Dies ist allemal dann der Fall, wenn sin» oder sin(o +) oder 
sin(v+&-+-y) gleich Null wird. Man kann sich aber leicht überzeugen, 
dafs bei allen Veränderungen, welche die Constante erleidet, dieselbe immer 
eine ganze rationale Function dritten Grades der Kreisbogen &, ß und 
bleibt. Da nämlich die Veränderungen der Constante nur daher kommen, 
dafs die ersten Elemente einiger Functionen E, von dem Werthe +» 
auf — oo überspringen, so darf man nur untersuchen, welche discontinuir- 
liche Veränderung die Function E, bei dieser Gelegenheit erleidet. Nach 
der Formel (128.) ist 


Die discontinuirliche Veränderung bei dem Uebergange aus einem dieser 
Werthe in den andern beträgt also 
— 7) + = — rm). 

Die Veränderungen der Constante können daher nur darin bestehen, dafs 
gewisse Theile von dieser Form zu denselben hinzutreten ; und da diese 
ganz und rational und nur vom zweiten Grade sind, so mufs die Constante 
immer eine ganze rationale Function dritten Grades der Kreisbogen «, ß 
und y bleiben. Die Bestimmung aller besonderen Werthe des L, welche 
den verschiedenen Intervallen der Veränderlichen ® angehören, hat durch- 
aus keine Schwierigkeiten, wenn man für v diejenigen Werihe nimmt, 
welche von den Grenzwerthen der Intervalle unendlich wenig verschieden 
sind. Da aber dabei 24 besondere Fälle zu unterscheiden sind, wodurch 
die Rechnung weitläuftig wird, so übergehen wir die nähere Bestimmung 
des Z für diese allgemeine Formel und werden diesen Theil nur für die ein- 
facheren specielleren Formeln genau bestimmen, welche wir aus der all- 
gemeinen ableiten werden. 


Durch Einführung der beiden Hülfswinkel ® und % und durch die 


— sınu 


andere Art der Bezeichnung, nach welcher E, a: a) = E,(u, a) 


ist, kann die allgemeine Formel auch folgendermafsen dargestellt werden: 
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131. EP +Vv— a—Pß)+E (d,a+P) = 
2E, (P—u, + 2E,(P—u, a+u—v) + 2E,(y—B— u, u—v) 
+2E,P—v,B +v—u) + 2E,(u, a) +2E,(w,Pß)+Z, 


sinz sinv sin (& 
tangp = sin(u+ @) sin (v-+ — sinu sin v cos («+ 
tang) = sin u sin sin — f) 
(u-+«) sin v — sinu sin (v-+ cos(@ — P)? 
und Z, eine rationale Function vom dritten Grade der Gröfsen «,ß und u—v ist. 


Einen einfacheren, speciellen Fall dieser Formel erhält man, wenn 
man v=v nimmt, so dals W=v-+Pß ist. Dann ist 


132. 
2E,(ß, a— + 2E,(P—v, a) + 
sin? v sin(@ + 
sin (v + &) sin(v-+ — sin? v cos(« +) 
ist und wenn «a, ß und ve-+-ß in den Grenzen O und 7 liegen. Ferner ist 
1) L=0, wenn vo-+e in den Grenzen O und 7 liegt; 
2) L=—27ßQ2ß—r), wenn v+«a in den Grenzen z und 27 und 
a-+-ß in den Grenzen O und 7 liegt; 
3) +?r(a +ß— rm), wenn v+« in den Gren- 
zen z und 27, und «+Pß in den Grenzen z und 27 liegt; 
4) +ß— 7), wenn in den Gren- 
zen —z und 0, und &-+Pß in den Grenzen O und z liegt; 
5) wenn in den Greuzen —z und 
und «-+ß in den Grenzen z und ?7 liegt. 


Sefzt man hierin weiter =, so kann nur der ersie der nt 
fünf Fälle Statt haben und es ist 
133. E,(®,2u) = 4E,(®—v,«) +4E,(v, a), 


sin? sin? 
wenn tang® sin? (v+e) — sin? v cos?«" 


Diese Formel stimmt mit der in dem allgemeinen Ausdruck (124.) euthalte- 
nen Formel E,(— x’, 2«) =4E,(—x,0)+4E,(+x,«) vollständig überein. 

Eine elegante Formel erhält man aus der allgemeinen Formel (131.), 
man und P=47 nimmt und alsdann einige der Functio- 
nen E, nach der F'ormel (129.) verwandelt und v—v=y setzt; nämlich: 


134. 2E,;(v, 2E,(v+4m, Yy) + 2E;,(v, y+ 47) 


wenn tang® = 


# 
| 


17. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln: 959 


In dieser Formel ist unter der Voraussetzung, dafs © und y beide in den 
Grenzen —47 und +47 liegen: 
1) 7), wenn in den Grenzen und 47 oder in 
den Grenzen —z und — 4 liegt; 
2) L=47’(2y+7r), wenn v-+Yy in den Grenzen und O oder 
in den Grenzen 47 und 7 liegt. 
Andere specielle Formeln, welche man nach Belieben aus der allgemeinen 


Formel (131.) ableiten kann, übergehen wir, weil sie fast alle weniger ein- 
fach ausfallen. 


$. 16. 


Die Reihen-Entwickelungen der Function E,(z,«) sind denen der 
Function D;(x, «) ganz entsprechend und werden auf dieselbe Weise ge- 
funden. Seizt man nämlich 


x 


so hat man durch theilweise Integration: _ 


Entwickelt man nun # in eine Reihe, so hat man bekanntlich 


z?sin?«e ,„ x°sind« 


3 


Seizt man statt 2 diese Beihe und führt die angedeuteten Integrationen aus, 
so hat man 


135. = 


(Ix) arctang ; =...) 


323 
i 2 sin? sinda 
+2 + 33 


Setzt man hierin statt z und verwandelt sodann in E,(x, «) 


nach der Formel (128.), so hat man 
186. E,(x,0) = 


| sin sine sin2« sinda 
Cm arc tang — 212 21 + 33 23 


sine sin?«= sinda 
); 
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wo © = — 1(a+7)a(a— 7), wenn x positiv ist und « in den Gren- 
zen —z und +7 liegt; 
C = — 4a(a—a)(a— 27), wenn x negativ ist und a in den Gren- 
zen O und 27 liegt. 

Von diesen beiden Reihen dient die eine dazu, die Werthe des E, (x, «) 
zu berechnen, wenn der absolute Werth des x kleiner als Eins ist; die 
andere, wenn derselbe gröfser als Eins ist. Nur für den Fall, dafs x einem 
der Werthe +1 oder —1 sehr nahe kommt, sind sie nicht wohl anwend- 
bar, weil sie alsdann zu langsam convergiren. Für diesen Fall aber erhält 
man wieder leicht eine nach Potenzen von !x geordnete Reihen - Entwicke- 


lung, oder, was dasselbe ist, eine nach Potenzen von 2 geordnete Ent- 
wickelung der Function | 
z?esin@edz 


= — 1-38 0). 


Der Ausdruck unter dem Integrationszeichen wird leicht auf folgende Form 
gebracht: 


sın 


1—2e: cosa te: — cotg +32) + (a —iz2), 


wo:?=y-—-Jl ist. Entwickelt man daher nach dem Taylorschen Satze, 
so hat man 


ze; 2 1 2 4 ol 4 
und wenn man mit z°dz multiplieirt und integrirt, 

137. E,(—e,u) = 

2 ol, ol 7 
Die hierin vorkommenden Differenzialquotienten von cotg4«@ haben fol- 
gende Werthe: | 


d’ cotg3a Acosye d* cotg #(cos$@--11cos}«) 


__ +57 cos3a@ 302 cosye) 
da® (2sin}«)?. 


Diese Reihen-Entwickelung ist in den Grenzen z= —a md zs=+u 
convergent, wenn & ein in den Grenzen —7 und +7 liegender Bo- 
gen ist. Die Eutwickelung von E,(-+e‘, a) erhält man aus ihr leicht, 
wenn man «—7 statt « seizt. Bemerkenswerth ist der specielle Fall 
«= 37, für welchen die Differenzialquotienten von cotg4a gerader 
Ordnungen in die bekannten Coefficienten der Secantenreihe ühergehen. 
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Für diesen Fall hat man daher 
138. E,(—e’,}r) = 


z3 5.z° 61z” 1385 


$. 17. 


Es ist nicht uninteressant, die Eigenschaften der logarithmischen In- 
tegrale von der dritten Ordnung, welche wir hier entwickelt haben, mit denen 
zweiter Ordnung zu vergleichen. Die Grundformeln für beide Ordnungen 
stimmen darin überein, dafs in ihnen gewisse Aggregate von zwei oder 
mehreren solchen Transcendenten durch Logarithmen und Kreisbogen aus- 
gedrückt werden, und dies scheint eine durchgehende Eigenschaft der lo- 
garithmischen Integrale aller Ordnungen zu sein, welche wir auch an einigen 
specielleren logarithmischen Integralen von der vierten und fünften Ordnung 
aufzeigen werden. Für die Integrale der höheren Ordnungen aber verlieren 
die Grundformeln immer mehr und mehr ihre Einfachheit, indem namentlich 
die Anzahl der in den Formeln vorkommenden Transcendentnn immer be- 
trächtlicher wird. Der Grund hiervon liegt darin, dafs jede F'ormel für lo- 
garithmische Integrale von einer höheren Ordnung, mehrere einzelne Formeln 
für die entsprechenden Integrale der nächst niederen Ordnung in sich ver- 
einigt und gewissermafsen als Bestandiheile enthält, in welche sie zerlegt 
werden kann. Dies läfst sich au den hier behandelten logarithmischen In- 
tegralen von der dritten und zweiten Ordnung sehr klar zeigen. Nimmt 
man z. B. die Formel (108.) $. 13. 

+ D; (wu = L 
und differenziirt sie in Beziehung auf v, so erhält man E,—w,u-+-u) 
+E;,(a,wW)=0. Differenzirt man sie in Beziehung auf «, so erhält man 
Nimmt man aber const. und dif- 
ferenzürt, so wird E,(wa)—E,(,uw)=0. Diese drei Formelu für das 
logarithmische Integral zweiter Ordnung E,, welche mit den oben $ 8. 
gefundenen (67., 70. und 71.) übereinstimmen, sind also vereint in der ent- 
sprechenden Formel für das logarithmische Integral dritter Ordnung enthalten, 
weshalb diese Formel nothwendigerweise complieirter sein mufs als jene. 
Ueberhaupt kann man durch Differenziation aus den gefundenen Aus- 
drücken für die logarithmischen Integrale dritter Ordnung eine grofse An- 
zahl von Formeln für die Integrale zweiter Ordnung gewinnen, welche 


= 
.) 
4 
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zum Theil mit den bereits gefundenen übereinstimmen, theils aber neu sind. 
Nimmt man z. B. die allgemeine Grundformel (131.) für die Function E, 
und differenzürt dieselbe in Beziehung auf « und ß, jedoch so, dafs «—Pß 
constant genommen wird, so erhält man genau die allgemeine Grundformel (25.) 
$. 4. für die Function D;: differenzirt man aber die Formel (131.) so, dafs 
ß, w und v als constant und « allein als variabel betrachtet wird, so erhält 
man eine Formel von folgender Art: 
139. 20) = 
2D, a—ß+u—v)+2D, 0 —wa+u—v)+2D,(u,a) +M, 
wo D und ı dieselben Bedeutungen haben wie in Formel (131.) und M ein 
von Kreisbogen abhängiger Theil ist. Differenzürt man die F'ormel (134.) 


in Beziehung auf ‘y, so erhält man eine neue Formel für die Function D,, 
nämlich die Formel 


140. = D,wy) + 

und diese ist wieder nur ein specieller Fall einer allgemeineren Formel, 
welche folgendermafsen dargestellt werden kann: 

141. D,(nv,ny) = 
f 
n— n—1 sin 
sın (v + 


Dritter Theil 
Ueber einige logarithmische Integrale von der vierten 
und fünften Ordnung. 


$. 18. 


Nach denselben Principien, welche wir für die Untersuchung der 
logarithmischen Integrale zweiter und dritter Ordnung in Anwendung ge- 
bracht haben, könnte man auch die von der vierten Ordnung und überhaupt 
von allen höheren Ordnungen behandeln. Es reichen aber schon für die vierte 
Ordnung nicht mehr die beiden von zwei Elementen abhängigen Transcen- 
denten aus, welche den Integralen D und E zweiter und dritter Ord- 
nung entsprechen, sondern man würde zu diesen noch eine von vier Ele- 


E 
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menten abhängige Transcendente hinzunehmen müssen. Aus diesem Grunde, 
und da die Grundformeln für die höheren Transcendenten immer complieir- 
ter werden, lassen wir die Vollständigkeit der Untersuchung fallen und 
wollen hier nur die Grundformeln für das einfachste logarithmische Integral 


vierter Ordnung 
de 
und für das diesem entsprechende Integral fünfter Orduung herleiten. 


Verwandelt man zunächst x in 2, so erhält man 


+ = + C. 


Für ud wird die Continuität der in der Formel vorkon- 
menden Füunctionen unterbrochen, weshalb die Constante für die beiden 
Intervalle e = — bis und z=0 bis besonders zu be- 
stimmen ist. Setzt man = +1, so erhält man C=2.4,(+1); setzt man 
aber z=—1, so erhält man C=2.4,(—1). Es ist daher 


142. A; (&) 4 + 2A,(+ 1), 


wo die oberen Zeichen gelten, wenn x positiv, die unteren, wenn x ne- 
gativ ist. Statt A,(+1) und A,(—1) kann man auch ihre Ausdrücke durclı 
die Zahl 7 setzen, denn es ist bekanntlich 

Eine andere einfache Grundformel erhält man, wenn man x in — x’ 
verwandelt und sodann das Integral 4,(— x”) in zwei Integrale von der- 
selben Art zerlegt, nämlich in 

143. 
Um nun eine allgemeine Grundformel zu erhalten, welche zwei von ein- 
ander unabhängige Gröfsen x und y in sich enthält, wende ich eine ähn- 
liche Methode an, wie für dieHerleitung der entsprechenden Grundformel (93.) 
der Function A,(x), und bezeichne hier, damit die Rechnung und die For- 
mel selbst einfacher werden, 
1—x durch wd 1—y durch n. 


oder 


X 
| 
| 
| 
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Ich mache nun von folgender identischen Gleichung Gebrauch: 
+ — 6 (lab) — — 3 (Ib = 0, 
und substituire für @ und 5 nach einander folgende vier Werthe: 


_ 


was folgende vier Gleichungen giebt: 


Ich setze ferner der Kürze wegen 
d d 
= us, arlı +7) = 
1-77 alı-) = 


Ich jetzt die erste der obigen vier Gleichungen mit die 


zweite mit ® ‚ die dritte mit ar S, die vierte mit 2-5 und addire 


alsdann alle vier Gleichungen. "Dies giebt folgende Gleichung: 


| 
2 
(1 + (122°) 
| 
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Wenn man jetzt erwägt, d.A,(&) = und d.A,(—x) = 
d(z)dl(1—x) ist, so sieht man sogleich, dafs alle einzelnen Theile dieser 
Gleichung die Differenziale von bestimmten Functionen A, sind. Nur der 
letzte Theil macht davon eine En Verwandelt man ihn aber in 


6 (2 =) + 18 so läfst er sich ebenfalls durch 


die once A, und durch Logarithmen unmittelbar integriren und man er- 
hält durch Ausführung der Integration: 
+4 (— -) 


64-21) —64(7)—64( 52) 
—34, 3) =34(— 
+ 6.4.2) + LE? + const. 0. 


Da die Constante nur eine Function von y sein kann, so kann man 
ihr den Werth 64, (—y) +64 )+K geben. Bei diesem Werthe 


kann man in der Formel die Gröfsen z und y mit einander vertauschen, 
ohne dafs die Formel eine Aenderung erleidet; und hieraus folgt, dafs 
die neue Constante K nicht nur von x, sondern auch von y unabhängig 
sein mufs. Diese Constante kann nur dann ihren Werth ändern, wenu 
in der F'ormel eine Discontinuität Statt hat; welches der Fall ist, wenn 
£ oder n gleich Null werden, oder, was dasselbe ist, wenn x oder y gleich 
Eins werden. Die Constante ist also für folgende vier Fälle besonders 
zu bestimmen : 1) wenn 1—x und 1—y beide positiv sind; 2) wenn I— x 
positiv und 1—y negativ ist; 3) wenn 1— 2 negativ und 1—y positiv ist; 
4) wenn 1—x und 1—y beide negativ sind. Für die beiden ersten Fälle 
hat man sogleich X—=0, wenn mau 2=0 setzt. Eben so hat man auch 
für den dritten Fall K = 0, wenn man y=0 setzt. Für den vierten 
Fall aber erhält man, wenn man <=? und y=2 setzt, wodurch = —1 
und n= —1 wird: 
= 0. 
Dieser Ausdruck der Constante ist zu complicirt und es läfst sich aus dem- 
selben die Gröfse von K nur mühsam berechnen. Einen sehr einfachen 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hft.4. 48 
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Ausdruck aber findet man, wenn man für x und y die: Grenzwerthe des 
vierten Falles nimmt, nämlich z=m und y=m, wo Hierdurch 
wird E=—m und „=—m und man erhält ' | 


2 4,(m’) — 6.4,(—m?) —6 4,(m’) — 6.A,(m) +64, (—1) 
— + K=0 
Da aber nach der Formel (142.) für m = x, 


= + = Alm)! +24—N), 
= +24), Am) = +24(+0) 
ist, so erhält man durch Substitution dieser Werthe 
K = 14A4(+1)+64(—1) oder 
da aA) =— 157 und 4,(-+1) = 1407° ist. 


Die gefundene Formel kann nun vollständig folgendermafsen dar- 
gestellt werden: | 


14 +4) 
+34 +345)+34() 


wo immer K=0 ist, mit Ausnahme des Falles wo 1—x und 1—y beide 
negativ sind; in welchem Falle K= 7 ist. 


Bemerkenswerth ist der specielle Fall dieser Formel, in welchem 
y=r ist. Für diesen erhält man durch Anwendung der Formel (143.): 


15. +45) = + 6.45) 
+18 4-9) + —K, 


woK=0, wenn 1—x positiv und K= 47‘, wenn 1— x negativ ist. Diese 
Formel scheint nächst den F'ormeln (142.) und (143.) die einfachste zu 
sein, welche es für die Function A,(x) überhaupt giebt; wenigstens haben 
die hier angewendeten Methoden keine einfachere gegeben. 


3 
x 
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1% 
Das einfache logarithmische Integral von der fünften Ordaung 
(+ dx 
hat zunächst wieder folgende zwei Ausdrücke, welche den Integralen 4 
aller Ordnungen zukommen : 


197. 4-2) = 164(— 2) +164(+2); 
die allgemeinere Grundformel aber, welche zwei von einander unabhängige 
Quantitäten z und y enthält, wird auf ähnliche Weise gefunden, wie für 


das entsprechende Integral von der vierten Ordnung. Hierzu wird folgende 
identische Gleichung benutzt: 


(dab) + (lady + (1) — 0. 


= 4,(%) | 


Substituirt man in derselben für « und 5 nach einander folgende 
sechs Werthe: 


| | 7 y: 
= 
wb=yt, 
so erhält man die sechs PEN 


Aulser diesen wird noch folgende ‚dentische Gleichung gebraucht, deren 
Richtigkeit sich leicht beweisen läfst : | 


48% 


5 
= 
| 
4 


368 17. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler‘ Formeln. 


Setzt man nun der Kürze wegen 


1-,=8 149 149-8, 
so erhält man | 
2 2 
1 ’ yn = 14 


Nach diesen Vorbereitungen erhält man die göhndiite Für leicht auf fol- 
gende Weise. Man a die obigen sechs Gleichungen einzeln, wie 


sie auf einander folgen, mit = md und addire die 


Producte; ferner multiplicire man die zicheähe Gleichung mit = und subtrahire 


das Product von den vorigen; in der hierdurch erhaltenen Gleichung, wenn sie 
so geordnet wird, dafs alle Glieder, welche denselben Logarithmus zur 
vierten Potenz erhoben enthalten, in eins zusammengefafst werden, sind 
alle einzeluen Glieder die Differenziale ‚gewisser Fiunctionen 4,, welche 
leicht zu erkennen sind. Führt man daher die Integrationen aus, so erhält 
man die folgende Formel: 


#184) + 18.4 182(7) An’ 
— — 184) = 0. 


- 
> 
2 
y | | 
7 
“ | 


17. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 369 


Die Constante dieser langen Formel ist durch den Fall z=0 bestimmt 
worden, also zunächst nur gültig, wenn 1—x positiv ist; es ist aber leicht 
zu zeigen, dafs diese Constante ungeändert bleibt, wenn 1—x aus deın 
Positiven in’s Negative übergeht, so dafs dieselbe also ganz allgemein 
gültig ist. Die Formel zeichnet sich durch eine besondere Art von Sym- 


metrie aus, nemlich dafs immer die sechs Werthe x, =" 1—x;, , 
und {= — wiederkehren, und eben so die Werthe —, 1—y, 


= oe Ei) ; und wenn man für x oder y irgend einen a dieser sechs 


Werthe substituirt, so erleiden die in der Formel enthaltenen Fiunctionen 4, 
zusammengenommen keine andere Aenderung, als dafs in einigen derselben 
die umgekehrten Werthe ihrer Elemente vorkommen, welche nach der For- 


mel A,(x) — 4A, (2) = wieder in die alte Form gebracht werden 
können. Deshalb läfst sich die Formel kürzer so darstellen: 
224 


wo L ein logarithmischer Theil ist und die Summenzeichen andeuten, dafs 
dem x naclı die Werthe x, und dem y die 
Werthe y, — und 7 zu geben sind. 


Den elslnchiten speciellen Fall der allgemeinen Formel erhält man, 
wenn man y=x nimmt und nach den Formelu (146.) und (147.) einige 
Vereinfachungen ausführt, nämlich : 


_ (E)—81 — 8149 —81 
+ 542 (lt — AA) = 0. 

Da es hier gelungen ist, für die Transcendenten A, A, 4, und 4, 
allgemeine F'ormeln zu finden, in welchen eine Summe mehrerer solcher 
Functionen durch Logarithmen ausgedrückt wird, so kann man nach der 
Analogie schliefsen, dafs wohl auch für die entsprechenden logarithmischen 
Transcendenten aller höheren Orduungen ähnliche Formeln Statt haben 
mögen. Ob dies aber wirklich der Fall sei, müssen wir dahingestellt sein 
lassen und können in dieser Beziehung nur F'olgendes bemerken. Die 
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Grundformel für die Function A,(«) enthält nur rationale Brüche in sich, 
welche in Beziehung auf x sowohl, als auch auf y, vom ersten Grade sind. 
Die drei Grundformeln für die Functionen A,(z), A,(x) und A,(x) enthalten 
aufserdem Brüche in sich, welche in Beziehung auf x und y vom zweiten 
Grade sind. Eine entsprechende Formel für die Functionen 4 der höheren 
Ordnungen aber mülste aufser diesen auch Brüche enthalten, welche in Be- 
ziehung auf jede der beiden Variabelu von einem höheren Grade sein müfs- 
ten. Die Versuche, eine ähnliche Formel für das logarithmische Integral 
der sechsten Ordnung A;(z) zu finden, sind mir bisher nicht gelungen, weil, 
aufser der ungewöhnlichen Gröfse, welche eine solche Formel haben müfste, 
noch ganz eigenthümliche Schwierigkeiten eintreten. Es bleibt daher zweifel- 
haft, ob für die logarithmischen Integrale der höheren Ordnungen überhaupt 
Formeln Statt haben, welche den hier gegebenen ähnlich sind. 


20. 


Die ganze hier angestellte Untersuchung kann man noch aus einem 
anderen Gesichtspuncte auffassen, nämlich als die Theorie der Reihen 


= 


x C0Sa@ x? cos3@ 


In Zn 
sin3« 
1» 


denn diese Reihen sind für 2 = 2, 3, 4, 5 u. s. w. logarithmische Transcenden- 
ten resp. von der zweiten, dritten, vierten, fünften u. s. w. Ordnung, und zwar 
in der Art, dafs sie vollständig die Stelle der Functionen A, (x), D, (x, «) und 
E,.(x,«) ersetzen, da man leicht die Reihen durch diese Integrale und 
eben so, umgekehrt, diese Integrale durch die Reihen ausdrücken kann. 
Alle gefundenen Eigenschaften dieser Integrale lassen sich daher auch als 
Eigenschaften der Reihen darstellen. Der Kürze wegen aber wollen wir 
hier nur den Zusammenhang der ersten Reihe mit dem logarithmischen In- 


tegrale A,(x) etwas uäher entwickeln. Bezeichnet man diese erste Reihe 
durch R,, so dafs 


x sc* 


dx dx ds 
so hat man R, = R, -/“ B=/“ 


= 
3 
} 
. 
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u. S. w. und hieraus findet man leicht durch theilweise Integration: 
1.R,(x) = — A,(z) +!xl(i+x), 
1.2.R,(x) = A;,(x) — 21x4,(x) + (le) x), 
1.2.3.R,(x) = — A,(&) + 31x.4,(2) —3 (le) A,(x) + la)’ 8), 
u. s. w. und umgekehrt 
= —R,(&) + 2), 
A4(&) = 2R,(x) — 21xR,(x) + (la) x), 
= —6R,(z) x —3(lx)’R,(x) + (leo) x), 
A;,(&) = (x) + — + (la) 
u. Ss. w. 
Substituirt man diese Werthe der Functionen A in den für dieselben ge- 
fundenen Formeln, so erhält man die entsprechenden Formeln für die Bei- 
hen R. Hierbei tritt nun ein eigenthümlicher Umstand ein, welcher eine 


" grofse Vereinfachung der Formeln erzeugt. Substituirt man nämlich den 


Werth von A,(x) in den Formeln des $. 2., so kommen dadurch nur die 
eine Transcendente R,(x) in die neue Formel, und aufser dieser nur Loga- 
rithmen: drückt mau aber in den Formeln des $. 11. A,(x) durch die Rei- 
hen R aus, so kommt dadurch nicht nur R,, sondern auch R, in die For- 
meln hinein: diejenigen Theile aber, welche R, enihalten, lassen sich dann 
allemal für sich durch Logarithmen ausdrücken, so dals sie aus der F'ormel 
ganz wegfallen. Wenn man ferner in den Formeln des $. 18. 4, durch 
die Reihen R,, R, und R, ausdrückt, so lassen sich die Glieder, welche 
R, und R enthalten, für sich durch Logarithmen ausdrücken, so dafs nur 
die Reihen R von der vierten Ordnung in der Formel bleiben. Dasselbe 
ist der Fall, wenn man in den gefundenen Formeln für die Function „1, 
diese Transcendenten durch die Reihen R,; R,, R, und R, ausdrückt; die 
Glieder, welche R,, R, und R, enthalten, lassen sich dann ganz aus der 
Formel entfernen, so dafs nur die Reihen von der fünften Ordnung in dersel- 
ben bleiben. Aus diesem Grunde sind die Formeln für die Reihen R,, Äi,, R, 
und R, denen für die Fiunctionen A, 4, 4, und A, in ihren eigentlich 
transcendenten Theilen vollkommen gleich und nur die logarithmischen Theile 
derselben sind etwas verschieden. Da nun die Uebertragung der Eigen- 
schaften der Functionen A auf die Reihen R keine Schwierigkeiten hat 
und wegen der Gröfse der Formeln blofs grofse Weitläuftigkeiten mit sich 
führen würde, so können wir dieselbe füglich hier übergehen. 
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18. Staudt, über die Bernoullischen Zahlen: 


18. 


Beweis eines Lehrsatzes, die Bernoullischen Zahlen 
betreffend. 


(Von Hm. Professor Staudt in Erlangen.) 


1. Bezeichnet man die Summe der mten Poienzen der x ersten po- 
sitiven ganzen Zahlen durch 5” (x), so ist, was auch a, d, » für positive 
ganze Zahlen sein mögen: | 

S"(ab) = 5S"(a) + naS”"!(a).S’(b—1), mod. a’. 
Setzt man nämlich in der Congruenz: 
(f+g9a" = f" +naf""g, mod.a’ 
für f nach und nach die Wertbe 1, 2, 3 .... @, und für g nach und nach 
die Werthe 0, 1, 2, 3 .... 51, so geht durch Addition der obige Satz 
hervor. Für den Beweis des nächstfolgenden Satzes ist schon die Con- 
gruenz (ab) (a), mod. hinreichend. 

2. Wenn a, b, 6, .... ! Primzahlen zu einander sind, so ist 

S"(abo....!) _S"(a) _S"(b) _S”(e) j 


= einer ganzen Zahl. 


abco....i a b c 
Nach dem Vorigen ist nämlich S”(abe.... D)—be....1S”(a)—ac ....18”(b) 
— üb... 18” (6) 2... —abe ....S”(T) durch jede von den Zahlen a, e,.... 


und also auch durch ihr Product theilbar. 
3. Wenn a, n beliebige positive ganze Zahlen sind, so ist 
(a) = (2n+1)a$” (a), mod. a’. 
Es folgt dieser Satz aus der Congruenz 
(a—v)”t! = (2n+1)av”, mod. a’, 
wenn für v nach und nach die Werthe 0, 1, 2, 3, .... a gesetzt werden. 
Die Congruenz 2,8”+'(a)= 0, mod. a gilt auch noch, wenn 2 =0 ist. 
4. Wenn a, db, n beliebige positive ganze Zahlen sind, so ist 
S’"(ab) = 58” (a), mod. a’. 
Folgt aus 1. und 3.: 
5. Wenn a, r, n positive ganze Zahlen sind, so ist 


Sa) — einer ganzen Zahl. 
a a 


Für r=1 ist der Satz offenbar. Da ferner, wenn g eine posilive ganze 


x 
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Zahl bedeutet, nach dem Vorigen = (a?), mod. a’, und also 


= einer ganzen Zahl ist, so ergiebt sich der Satz für 


ein anderes r, wenn für nach die Zahlen 1, 2, 
geselzt werden. | 


6. Wenn a, b, 6, .... Primzahlen zu einander, N, A 


aber beliebige positive ganze Zahlen sind, so ist nach 2. und 5. 


7. Wenn a eine Primzahl und rn eine beliebige positive ganze Zahl 
bezeichnet, so ist entweder 2 


+3 oder ) einer ganzen Zahl gleich, 
je nachdem nämlich » durch a—-1 theilbar ein nicht theilbar ist. 


Im ersten Falle ist nämlich für jedes z, welches durch @ nicht theil- 
bar ist, und also S”(a)= a—1 = —1, mod. a. Im letzten Falle 
aber gilt die Congruenz x="t'==r, mod.a nicht für jeden Werth von r. 
Da aber, wenn x durch a nicht theilbar ist, die Zahlen x, 2x, 3x, .... ax, 
den Zahlen 1, 2, 3, .... a, wenn auch in veränderter Ordnung, congruent 
sind, so ist auch x*S”(a) = S”(a) und also S”(a)=0, mod. a. 

8. Wennu, n beliebige positive ganze Zahlen sind, und a, 5, c,.... A 
diejenigen verschiedenen Primfactoren von % bezeichnen, für welche a—1, 
b—1, c—1, .... A—1 Theiler von 2n werden, so ist nach 6. und 7. 


+ + 2 +7 = einer ganzen Zalıl. 


Nach 3. ist also 
, , 2n+l , 2n + 2n +1 


- einer ganzen Zahl. 


9. Wenn m>3 und x durch jede Primzahl theilbar ist, welche 
nicht gröfser als m ist, so ist auch =” durch m theilbar. 


Es sei irgend ein Primfactor @ in »» amal enthalten, so enthält x”? 
denselben wenigstens (m—?2)mal, und es ist nur zu beweisen, dafs m>a-+-2 
ist. Ist nun «=1, so ist der Annahme gemäfs m>«+2. Ist aber «>1, 
so ist @>«a+2, und also noch weit mehr m>« +2. 


10. Wenn B” die nte Bernoullische Zahl bezeichnet, und «, £, 
diejenigen Theiler von n sind, für welche 2ß-+1, 2y+1, 
.... 2X -+1 Primzahlen werden, so ist: 
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(4 + a) = = einer Zahl, 
ungerade 
gerade 
Es sei x das Product aus allen Prinsählen, welche. nicht gröfser 


als 2n +1 sind, so ist, wenn der Satz für jede Zahl ‚gilt, welche ist, 


wo + gilt, wenn 2 ist. 


+57 


einer ganzen Nach 8. ist aber auch + Hi + 


5 „+57 eine ganze Zahl, woraus hervorgeht, dafs der Satz für n 


gilt, wenn er für jede kleinere Zahl gilt. Nun u er arm : also 
allgemein. 


Anmerkung. ‚Nach dem neuesten Blatte von 
nomischen Nachrichten ist von Herrn Thomas Clausen eine Abhandlung 
über die Bernoulkschen Zahlen zu erwarten, in welcher unter andern auch 
obiges Theoren, welches ich bereits vor ‚mehreren Jahren dem Herrn Hof- 
rath Gaufs mitgetheilt habe, abgehandelt wird. ‚Es gab mir dies. Veran- 
lassung, den Beweis, welchen ich davon fand, zu. veröffentlichen.: .. 

Erlangen, den 16ten August 1840. 
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19. Clausen; quadrirbare mondformige Flächen. 375 


Vier neue mondförmige Flächen, deren Inhalt 
quadrirbar ist. 
(Von Herrn Th. Clausen in Altona.) 


Von Hippocrates haben wir schon den Ausdruck des Flächen - Inhalts 
einer von zwei Kreisbogen begränzten Figur: es scheint mir merkwür- 
dig, dafs man noch nicht mehrere gesucht hat. Es lassen sich leicht mit 
den Hülfsmitteln der jetzigen Analysis noch vier finden, 

Es seien zwei Kreis- Ausschnitte von gleichem Flächen- Inhalte 
ACBEA = AC'BE’A (Fig. 1.), deren Chorden AB gleich sind: so wird, 
wie man leicht sieht, CBC’AC der mondförmigen Figur AEBE’A (Fig. 1.) 
gleich. Setzt man den Halbmesser des gröfsten Kreises AC=r, den 
Wiukel des Ausschnittes ACB = 20; des kleinsten Kreises Halbmesser 
AC' =r‘, den Winkel des Ausschnittes AC’B= 2%‘; so giebt die Gleich- 
heit der Flächen folgende Gleichung : 

. = 
und die Gleichheit der Chorden: 
2. = sind‘. 

Sind m und n ganze Zahlen und PD = ma, P=nau, so lassen 
sich sin® und sin®’: älgebraisch durch sin ausdrücken; und da der Glei- 
chung (1.) durch die Werthe 7ER 

Genüge geleistet wird, so verwandek sich die Gleichung (2.) in 
3. yn.sinma Ym.sinno. 
Aus dieser folgt eine algebraische Gleichung mit sin oder cos« als un- 
bekannte Grölse, die sich in folgenden Fällen durch Ausziehung von Qua- 
dratwurzeln oder geometrisch auflösen läfst. 
I. Wenn 2—=2, m —=1, wodurch man den Mond des Hippocrates findet. 
U. Wenn n=3, m=1, so wird die Gleichung (3.) 
y3.sing = sin3a, 
y3 = 1+2cos2a, 
eos?a H{y3—1)- 
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376 19. Clausen, quadrirbare mondformige ‘Blächen. 


Die Gestalt dieses Mondes zeigt Fig.2. Der Winkel des Ausschnities des 
gröfsern Kreises wird 68',5, des kleinern 205°,6 ungefähr. 


IL Wenn n=3, m=2, so wird die Gleichung (3.) 
2 c0s?« +1 | 
— 2csa — 
cos2a? +4cos2« +1 
2 cos2a« +2 = 3; folglich 


Die Gestalt dieses Mondes zeigt Fig. 1. Die Kreis- Ausschnitte enthalten 
107°,2 und 160°,9. 
IV. Wenn 2=5, m=1, so wird 


— yY5 und 


sin« 


Diesen Mond zeigt Fig. 3.; seine Bogen enthalten 46°,9 und 234°,4. 
V. Wenn n=5, m=3, so ist 
sind«@ 4 cos?2«? +2cos2« —1 
vi = y3, 


inde 2cos?2«e +1 
cos?a = vi-1+ v2) 
4 . 


Die Form dieses Mondes ist in der vierten Figur dargestellt. Die Bogen 
enthalten 100°,8 und 168,0. 

Für jedes der angegebenen Verhältnisse der Winkel der Ausschnitte 
geben die Gleichungen nur eine brauchbare Wurzel. Ich glaube schwer- 
lich, dafs sich die Gröfsen, die die Winkel der, andern Verhältnissen ent- 
sprechenden Ausschnitte bestimmen, geometrisch finden lassen. 

Altona, den 18ten Juli 1840. 
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20. Stern, remargue sur les: intdgrales Euldrtennes. 377 


20. 
Remarque sur, les integrales Eulcriennes. 
“(Par Mr. Stern, Prof. a Gottingue.) 


Dans le tome 15% pag. 258 de ce ‚Journal Mr. Dörichlet a donne une 
nouvelle demonstration de l’equation 


1. Ta.T(a+ )T(a+2) .... T(a = Tina). 


Cette dömonstration a Tavantage essentielle de reposer entierement sur le cal- 
cul integral et de ne demander pas la consideration des developpements infinis. 
Je vais donner ici une demonstration un peu differente du theoreme qui jouit 
du meme avantage. Pour cet effet je me sers des deux integrales connues 


e 


On tröuve la premiere en partant, par exemple de l’&quation 

que Mr. Dirichlet a donnse a Tendroit cite. Quant a la seconde, Legendre 
a deja essay& a la demontrer & priori, (Traite des fonclions elliptiques, 
T.2. pag. 466) sans recourir a l’Equation (1.), mais sa demonstration n’est 
applicable qu’au cas. ou lon suppose que la valeur de est rationnelle. 
Or on peut l’etablir generalement d’une maniere fort simple. On remarquera 
aisement que la valeur de Vintegrale definie 


nara— 3 


est independante de Ia valeur ‚de a, cest a dire que ia difference des 
deux expressions | | 


4. 1— x”, 9% 5. 1— 9x 
est tonjonrn egale a zero. Car au lien de eette\difförence on peut prendre 


la difference des integrales definies RN 
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1 
dx et 7. J n 


1 
Mais, si dans lintegrale (7.) on remplace x par x”, les limites de lintegrale 
seront les m&mes et elle prend immediatement la forme de lintegrale (6.). 
Donc les deux integrales (6.) et (7.) sont Egales; d’ou il suit que les in- 
tegrales (4.) et (5.) le sont egalement. La valeur de l’integrale 


etant independante de la valeur de a, supposons a1, on aura 


et il suit de la que la formule (3.) est generalement exacte. 


On peut aussi remplacer dans cette formule « par na et l’on aura alors 
1 n 
8. logn. 


l—x 1— x” 


Maintenant si Jans la formule (2.) on met un au ri de a et Be rem- 


place successivement la leitre 5 par a, a +2 — 
aura les Equations 


nda 


on 


nda 


nda nda 
et en prenant la somme de iouien ces €quations, on obtient 


ou bien, en remplacant x par x”: 


| 378 20. Stern, remarque sur les integrales Euldriennes. 
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20. Stern, remarque sur les integrales Euleriennes. 379 
1 n—1 
da da da da 


Delä il suit 
10. + logT(a + +logT(a+ — logT’na 


= — nalogr + Const. 


1 —1 
Ta+(a+-)T(a+2) .... T(a+"- ) 
Ina 

| On determinera alors par la methode connue la valeur de A qui, comme 


n—1 


on sait, est egale (27)? 


et 


= n"*, A. 
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Druckfehler - Verzeichnifs zum 20sien Bande. 


Pag. 285 lin. 27 lege deducamus loco deducemus Pag.299 lin. 14 lege hae loco hac 


- - 287 - 4 - eliminandas I. eliminandae - — -31 tangant 1. tangunt 
- — 8 - Quem l. Quum - 300 - 21 - determinatam determinatum 
- — - 21 - ponatur ponetur - — 29 - ducta l. ductae 
- 285 - 24 - perspectu l. perspecta - 302 - 13 - conjugatarım 1. conjugatorum 
- 289 - 7 - qualibet 1. quaelibet - — - 24 -- polari l. polaris 
- 20 - 21 - reliqua l. religquam - — - 29 - polos l. polas 
- 2931 - 8 - congruere l. congrauum - 304 - 16 - duetarum l. ductorum 
- — - 1 - significet significat — - ordinis conjugatorum I]. ordinis 
- — - 21 - polaril. poleri 300 - 3 qua re l. quam 
- 2922 - 23 - alius 1. alias — - 1 - lineas l. lineae 
- — - 27 - s. o. conjugatorum L. s. 0. - — - 14 - vero quaestio l, rem questio 
| - — - 30 - quinque illa l. quinque - — - 23 - suscipilamus l. suceipiamus 
- — - 32 - caurva l. quoque - — 26 - polos l. polas 
- a,j,quosl.a,j7, quas - 306 - 14 - qua rel. quam 
- 2993-33 - hacl. has - — - 15 - emineat eminent 
- 294 - 24 - enuntiet l. enuntiat - 07 - 4 - sital.siü 
- 295 - 35 - vocentur L nocentur — - 25 - ordine I. ordini 
- 297 - 10 - complectanturl. complectentur - 308 - 7 - notari I, notam 
- — - 123 - s. 0. conjugatorum |. s. 0, 
- - — - 28 - diversas Il. diversae Seite 324 ist in der Formel 6. und in den voran- | 
x - 298 - 27 - parl. per gehende Ausdrücken von U und F überall P 4 
j - 299 - 12 - sitil. sibi anstatt p zu lesen. “ 


Im 21. Bd. H. 2. S.186 Z. 18 v. o. muls es heifsen statt log(1—29+24*— 24?) 
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